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IX. Uber Reihen auf der Convergenzgrenze.

Von EMANUEL LASKER, Dr. Phil.

A

< Communicated by Major MacManroN, I.R.S.

—

S

olm Received March 15,—Read April 5, 1900. Revised February, 1901.

=

=0

[593 1. Es selen @, . . . @, r complexe Variabele, welche in einem 2r-dimensionalen
fictiven Raume als Coordinaten seiner reellen Punkte dienen mégen. Das System der
Werte x, . . . @, sel kurz mit “Punkt” @, . . . @, bezeichnet. Smd e, . . . e, r

positive endliche im iibrigen beliebig kleine Zahlen, und nimmt %; alle complexen
Werte an, die der Ungleichung

[ni| S e

PHILOSOPHICAL
TRANSACTIONS
OF

geniigen, so heisse das Aggregat aller Punkte

&Ly + N1, Ly + Moy « -+ Ly + Nr
die Nachbarschaft des Punktes x; . . . a,.
2. Es sel ferner uy, u, . . . u, . . . eine Folge unendlich vieler Functionen von

@ . .. x und

y 4+ g 4+ ...+ u, +
absolut und gleichmiissig convergent fiir die Nachbarschaft eines Punktes
P=x ... 2. P wird dann nnerer Convergenzpunkt der Reihe 37 u, genannt
werden. Die Gesammtheit aller inneren Convergenzpunkte der Reihe bilden ihren

tnneren Convergenzbereich, die Begrenzung dieses Bereiches ihre Convergenzgrenze.

2 Ist die Reihe absolut, aber nicht gleichmiissig in der Nachbarschaft von P con-
S E vergent ; oder convergiert sie in P absolut, jedoch nicht mehr in der Nachbarschaft
= von P, so heisst P “iusserer Convergenzpunkt” der Reihe. Das Aggregat der
= O dusseren Convergenzpunkte der Reihe formt geometrische Gebilde, die ‘iussere
E 8 Convergenzgebilde” der Reihe genannt werden mogen.

Wir werden im folgenden nur von den inneren Convergenzbereichen und der
Convergenzgrenze reden, viele der folgenden Untersuchungen bleiben aber anwendbar
auch auf dussere Convergenzgebilde und deren Grenzen.

3. P durchlaufe eine continuierliche oder discontinuierliche Folge von Lagen

P,P,...P, ...
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432 DR. E. LASKER UBER REIHEN AUF DER CONVERGENZGRENZE.

im inneren Convergenzbereiche der Reihe, derart dass die Folge der P nur einen
Grenzpunkt L zulasse, welcher auf der Convergenzgrenze gelegen ist. Die Summe
S=u+u+ ... +u,~+ ... stellt eine Function von P dar, und die den Lagen
P, ... P,. .. entsprechenden Werte seien mit /i, f, ... f, ... bezeichnet.
Die folgende Untersuchung beschiiftigt sich dann mit dem Verhiltnis von lim f, zu

n = w
dem Werte, den v, + . . . 4+ u, 4+ . . . in P = L annimmt, und mit der asymptoti-
schen Darstellung von f in L bei zu Grundelegung des Grenzitberganges

P=pr,P,P,...P, ...

n =0

iiberhaupt.
4. Es sei wn L die Reihe convergent und ithr Wert mit f;, bezeichnet. Alsdann
ist :
limf, = f1

immer dann, wenn die Reihe
U+ g+ .o ou .
bei zu Grundelegung des Grenziiberganges
P=P,P,P, ... P, ...

gleichmiissig convergiert, d. h.wenn sich bei vorgegebener Zahl 8 Indices N, M angeben
lassen, so dass
H

s + s A - -] <8,

sobald als P irgend eine der Lagen Py, Py,i, Pyyp . . . einnimmt. Dieser Satz ist
wohlbekannt. Ein Specialfall desselben sagt aus: Ist die Reihe

U+ ug oo w4

in L absolut convergent, und convergiert auch die Reihe
U+U+...4+U+ ...,

wo U, den Maximalwert des Moduls von u;, bezeichnet, wenn P die Lagen P, P, . . .
P, . . . durchliuft, so ist

lim £, = £.

n = w

Der Satz kann dazu dienen, bis zu einem gewissen Grade Aufschluss zu geben
iiber das asymptotische Verhalten von w, 4+ . . . 4w, 4+ . . ., wenn P die Lagen
P; durchliuft. s selz B. angesetzt

Fe)=c¢ 4+ cx +ca® 4+ ... + o + .
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Der Convergenzradius der Reihe sei = 1. Die Reihe multiplicieren wir mit (1 — x)*,
wo \ eine positive Grisse bezeichnet, und erhalten

Fz). (1 —a)=3ca". (1l —a)

Wir lassen nun @« die positiven Werte zwischen 0 und 1 durchlaufen und wenden

obiges Criterion an. Der Maximalwert von (1 —x)* unter den obigen Umstinden
wt oA

T (71/ + )\‘) n-A*

Mithin ist

ist Ji 1st offenbar =0, da jedes Glied der Reihe in = =1 verschwindet.

lim F (z) . (1 — )
=1

. e . . ..
immer dann = 0, wenn En% absolut convergiert ; und dasselbe gilt offenbar auch fiir
lim F(x). (x—j),

@ =

wo j irgend ein Punkt des Convergenzkreises.
- Ist umgekehrt bekannt, dass fiir einen bestimmten Wert von A und irgend einen
Punkt des Convergenzkreises 7 lim F (x) . (x — j)* nicht gleich 0 ist, so folgt daraus
x =i

die Divergenz von

<o O
Ew e .

1 7’L>\

Genau analoge Untersuchungen lassen sich vielfach anstellen, z. B. bei Annahme von
Potenzreihen von mehr als 1 Veriinderlichen, bei zu Grundelegung von Reihen der

w 1 . ' . . .
Form 3 o bei Betrachtung von Integralen etc. Ergiinzt, und in gewissem

Sinne erweitert, wird der Satz durch die nun folgende Uberlegung.
5. Es sei in P =L die Reihe

T T N T o

divergent. Gesucht ist ein Criterion, welches anzeigt, dass daraufhin lim f, = co.

Wir behaupten, dies sei immer der Fall, wenn sich irgend eine endliche Zahl ¢
angeben lisst, derart dass die Ungleichung

[uy + g + oo F w4 > (Ju | F el )

giiltig bleibt fir alle Lagen von P, deren Index grosser ist als eine angebbare endliche
Zahl N.  Dies Criterion sei das Criterion K genannt.

Um seine Existenz zu beweisen schliessen wir wie folgt. Es ist fiir alle Lagen
von P '

F=u|+|ug|+ ||+ . . +|w|F+. ..
> w4 |ug |+ ug] + - . 0+l

VOL, CXCVI.—/A. 3 K
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434 DR. E. LASKER UBER REIHEN AUF DER CONVERGENZGRENZE.

wo I irgend eine endliche Zahl.  Nun ist
Loy | 4+ Juy | + e + w4+ ..

in P = L divergent ; mithin Lisst sich ein Index % angeben, derart dass in P = 1,

L]+ Jug|+ o Fw] >,

wie gross y auch sei. Andererseits sind die u; in den Lagen P, P,, Py . . . P, . . .
stetig und endlich (oder diese Untersuchung wiirde gar keinen Sinn haben), und
dasselbe gilt somit fiir die |u;|. Ist daher & eine beliebig kleine endliche vorgege-
bene Zahl, so ist es moglich, einen Index M zu finden, derart dass fiir alle Lagen von
P deren Index > M, der Wert von

AR AL S

in P=L sich von dem Wert desselben Ausdruckes fiir obige Lagen von P um
weniger als 8 unterscheide. Somit ist der Wert von F in P =P,, won > M ist,
grosser als n — 8. Dies besagt dass F, wenn P die Lagen P, P, ... P, ..
durchliiuft, iiber alle Grenzen wiichst. Es ist somit

ImF = oo,

N = o

und somit infolge der Ungleichung
g + g+ oo Fu > e (Juy | a4+ ] L)

auch Imf, = o gq.ed.

T = 00
6. Es seien nun
f=u+u+ ... 4+u+...
p=u+v,+ ... +v+...

zwei Rethen, von denen bekannt sei, dass die zweite dem Criterion K geniige, und
dass, wenn P die Lagen P, . . . P, . . . durchliuft,

. . . . . . .
lim = gleichmdssig = einer endlichen Grosse p.

P=L, n=o Un

Alsdann gentigt auch die erste Reihe dem Criterion K ; es ist also

lim f= =, lim ¢ = o,
P=L P=L
und ferner findet sich
. . o
lim / = lim — = p.

P:L\P‘ P=L,n=o0 Un

Dieser Satz heisse das Theorem T,
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Der Grenziibergang, in welchem P die Lagen P, . .. P, .. . durchliuft, sei
kurz der Grenziibergang G.
U, — p. v, sel = w, Dann ist

. 77
lim — =0.
P=L,n=ow Uy

L]

Mithin ist auch lim

= 0.
P=L,n=w I/UMI
Es sei 7 irgend eine vorgegebene beliebig kleine endliche positive Zahl. Es lisst
sich dann immer ein Index N und eine Lage Q von P angeben, so dass wenn n > N
und P beim Grenziibergang G die Lage  passiert hat,

W, T .
—| < 5, da ja nach Voraussetzung
Uy 2
. W, | . .
lim |7 gleichmdissig = 0.
P=La=o | U

Der Ausdruck
S;lw, | = 7. v,

zerfallt in drei Teile A, B, C.

Im ersten Teile A stehen alle Glieder, deren Index < N. Derselbe ist immer
kleiner als 3,¥|w,|, also kleiner als eine angebbare endliche Grisse.

Im zweiten Teile B stehen alle Glieder

EI,LUHI'—%I'U%!,

deren Index > N. Derselbe ist fiir jede Lage von P jenseits Q negativ.
Der dritte Teil C ist 3 —: |v,] und nihert sich, da nach Voraussetzung die

Reihe Sv, dem Criterion K gentigt, dem Werte — .
Somit ldsst sich eine Lage Q' von P angeben, so dass beim Grenzitbergang G bei
einer Lage von P jenseits '

Eiolwnl_7~lvn|

immerfort negativ bleibt. Daraus folgt dann, da 7 eine beliebige Grisse war,

2w,

lim ;" = 0;

P=L 21 Ivnl ’
... 7w

also a fortzore Iim 2> = 0.
; j P=L 21 I’Unl


http://rsta.royalsocietypublishing.org/

A

\

A

/

ya

/

THE ROYAL
SOCIETY

PHILOSOPHICAL
TRANSACTIONS
OF

A

/

AL

/,

THE ROYAL /
SOCIETY

PHILOSOPHICAL
TRANSACTIONS
OF

Downloaded from rsta.royalsocietypublishing.org

436 DR. E. LASKER UBER REIHEN AUF DER CONVERGENZGRENZE.

Andererseits, da 37 v, dem Criterion K geniigt, lisst sich eine endliche Zahl ¢ finden,
so dass beim Grenziibergang G gleichmiissig

e

3o, > c. 3,

.. . Xlw
Somit ist Im 5" =0,
P=1L 2 Uy
. 2l
und daher lim 2" =p. Qe d
P=T 21 U

Das Theorem T bleibt noch giiltig, wenn die #, in L selbst unendlich gross werden,
nur muss dann das Criterion K durch ein anderes ergiinzt werden, welches wir
das Criterion K’ nennen mégen. Dasselbe besagt, dass, wenn % eine vorgegebene
beliebig grosse Zahl sei, wenn ferner ein Index M gegeben sei, sich immer eine Lage
R von P finden lasse, so dass beim Grenziibergang G jenseits R immerfort

. (Joo | 4 oo 4 g

4+ ... +]'UM!) <IUM+1 + Uy b s L |

Der Beweis ist dann ganz genau analog dem obigen, d.h., basiert darauf, dass bei

beliebig vorgegebenem 7 7 (|w, | — 7.|v,|) schliesslich immerfort negativ wird.
Ts ist klar, dass sich die obigen Bemerkungen ohne weiteres auf bestimmte
Integrale zwischen positiven Grenzen und bei positiver Bahn erweitern lassen.

Auch fiir unendliche Producte existiert ein Theorem T. Sei

O=(14wu)... 14w ... (04uw.

ein absolut convergentes Product innerhalb eines inneren Convergenzbereiches
Sei @ die Convergenzgrenze, und sei der Grenzibergang G wie oben konstruiert.
Die wu; erfiillen das Criterion K, und ausserdem sei noch

lim w, gleichmiissig = 0.
n=woP=L

Alsdann ist log 1T == % log (1 4+ w,);

. log (1 + wu, . . A
ferner Iim  ~ g(l ) gleichmiissig = 1,

n=w P=L Uy

nach einer elementaren Eigenschaft der natiirlichen TLogaritmen, somit nach
Theorem T ‘
. log Tl
lim 8= =1,
P=L Eum
7. Wir wollen nun auf einige nahe liegende Anwendungen des Theorems T nither
eingehen.
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Eine elementare Formel ist

< 1 >A: s T@+n)

1—=

" T(n + )T ()"

1 w 2

=3 ~

ebenso log

# nihere sich durch positive Werte wachsend der 1.
Es sel angesetzt f{x) = 2, ¢c,2" und der Convergenzradius der Potenzreihe sei = 1.
Wir erhalten dann ohne weiteres -

Satz I. Ist lim ¢, . n'=* = p, so findet sich
lim f(z) . (1 —ax=p.T (N
. x=1
und fir A = 0 lim S (@)

z=1 “ = P )
100‘<1":"o;>

Satz I gilt auch noch fiir imaginiire A, deren reeller Teil positiv ist. Er gilt auch
noch, wenn @ sich so der 1 nithert, dass sich durch 1 eine gerade Linie legen lisst, die
mit der reellen Axe einen spitzen Winkel bildet, innerhalb Welchem und dem Con-
vergenzkreis « varilert.

Man kann niimlich nachweisen, dass dann das Criterion K befriedigt ist. Es sei
A = a 4+ 18 und « positiv. Alsdann ist identisch

F'(m+n) I l

J,[I“(n + ) [
Tm+D.on 0T

C w1y 1P

) o

Nun ist nach einer Eigenschaft der T' Function

lim bn-a+ 1. T (n +_z{)l

n=w P(77/+1) =1;

somit nach dem evidenten Teil des Satzes I, wenn |z| sich wachsend der Einheit
nithert,

Lm (1 — |x]) gmﬂl@_ﬂ)_',

1 f7— Al
lo] =1 0 I‘(n-{-l) 90[ _‘I(a)'

Ist 8 eine beliebig vorgegebene kleine Grisse, so lisst sich also nach obigem
immer ein Wert & so nahe an 1 finden, dass fiir alle Lagen von , fir die |z| > &,

o [T (n + N L) +0
% el < @

Ist w der erwithnte spitze Winkel, so ist aus elementar geometrischen Griinden fiir
alle Lagen von «

I —|z| <cosw.|l-—ax|;

M(P(n-{-)&ﬂ . P@+8 [/ 1\
o I'(n + 1) el < (cos w)® \1—-w> ’

somit
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Fir alle Lagen x, welche tiberhaupt in Betracht kommen, tibersteigt das Argument
von 1 — @ niemals einen gewissen endlichen Wert ¢ ; somit ist abgesehen von einem
endlichen Factor ¢*-# der Wert von

Das Criterion K ist demnach in Kraft fiir die Reihe

v I'(n +2) ]
"T(n+1). T

identisch mit ]<1L>a

| — X

wﬂ

unter den oben erwihnten Bedingungen, somit gilt auch das Theorem T unter
denselben Bedingungen ; g.e.d.

Satz 1 wurde von ApprrrL gefunden— Comptes Rendus, vol. 87 (Sur certaines
séries ordonnées par rapport aux puissances croissantes dune variable)—jedoch
mit der Einschrinkung, dass A positiv und kleiner als 1 sei und dass « auf der
positiven Axe wachsend sich 1 nithere. Der Satz findet sich in der Appellschen Form
auch bei Prcarp, ¢ Traité d’Analyse,” Tome 1, p. 208, 209, 210 aus dem Jahre 1891,

Satz II. Es sel f(x) wiederum = 3¢ ¢, . 2"

Es ist dann identisch

l—2

IO st bt at . te)e,

Indem wir auf ij:% Satz I anwenden, erhalten wir Satz II.  Derselbe lautet also :

Sind die Coefficienten einer Potenzreihe 3¢ ¢,. 2" derart beschaffen, dass

lm 27 (g + ¢+ ... +c)=p,
so st lim f(x). (1 =) =p. (A4 1).
z=1

Dabei nithert sich @ dem Punkte 1 auf die nimliche Weise wie im Satze I, und X 1st
eine complexe Zahl, deren reeller Teil grosser als — 1.

Fiir X\ = 0 ergiebt sich der Abelsche Satz, fiir A =1 der Satz von FroBENIUS
(ﬁber die Leibnitzsche Reihe, ¢ Crelle, Bd. 89, Jahr 1880). Auch die Sitze von
Hoérper, ¢ Math. Annalen, Jahr 1882 (Uber Grenzwerte von Reihen an der Conver-
genzgrenze) ergeben sich leicht als Specialfille des obigen durch mehrfache Ausfihrung
der Division durch 1 — @ Satz Il findet sich fiir den Fall, dass @ auf der positiven
Axe wachsend sich 1 annithert, im Aufsatz von Franer, ¢ Math. Annalen, Bd. 52,
Jahr 1899.

Wenn im Satz 1L A = — 1, so findet sich

. @
iy 2 =
1l —z
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Satz I1I. Es sel wiederum wie im Satz I

Fla) = STea

und lime,.n'"*=p

A= a+ B,
wobel « eine negative Grisse = —v.

Die kleinste ganze Zahl grosser als y sei k.

Alsdann convergieren nach bekannten Criterien die Reihen (e, Sgn.ec,
Son(n—1)e¢, ... Snn-—1) ... (n—"h4+1)c, welche wir beziehungsweise
mit f£(1), (1), £”(1) . . . f% bezeichnen wollen.

Satz 111 sagt dann aus, es sei

£(h—~T1)

F@ =40 =)+ =

h—1)t
+p. (1 —a)™. (),
WO ].j?l Y(x) = T(A).

(-’L’ . 1))7.—1

Der Beweis beruht auf folgendem Hiilfssatze :
Ist @), g, . . . a, . . . eine Folge derart, dass

lima, . n* = p,

n=
wo u eine complexe Zahl, deren reeller Teil positiv und grdsser als 1 ist, so dass also
o, + ag+ ... +a,+ ... convergiert,
so 1st lm (& + Opgr + Cuge + . . )0t = L
n = ® Mmoo 1
In der That, es sei

—_ P (w1 __ —tt ,
an-—ﬂ_l(n e (n 4 1) %) + b,

also lim b,. 7n* = 0, wo u’ der reelle Teil von pu.

N = ®

Es ist fiir jedes vorgegebene 8 mdglich einen Index N zu finden, so dass fiir
n >N
[b.] < 8(n™**t — (n — 1) *+1).

‘Wiihlen wir m > N, so ist also

bm+bm+1+bm+2+ o e e < Ib”l|+‘bm+1l+ e . < 8. Tn-u’-bl

Daher muss sein

lim (bm + bm+1 + bm+2 + .. ) Lmt Tt = 0;
A + Ay 41 + Cpy 2 '+' S lSt aber identisoh

e I:“E‘*]“ .moRtl + bm + bm+1 + bm+2 + e
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Der Hiilfssatz ist somit erwiesen.
Nun wenden wir uns zum Beweis des Satzes 111

Es war f(x) = S5ex” und
o+ +e,+.o o Hed L =)
. 2) — (1 -
Wir bilden f%)—:];() = 37 (¢, 4 Cryr A Copo . anT;
¢, + Cop1 + Cope -+ . .. setzen wir = ¢/, Da nun
lime, . n'"* = p war, so ist nach dem IHiilfssatz
n=w .
Iime¢),.n "= L.
n=w - N

Somit konnen wir diese Rethe genau so behandeln, wie die urspriingliche Reihe ;
und es ist unschwer zu sehen, dass sich dies Verfahren fortsetzen lisst, so lange als
die Summe der Coeflicienten der neu gebildeten Reihen convergiert, d. h. 2 mal.
Schliesslich erhalten wir auf der rechten Seite eine Reihe, deren Coefficienten ¢, der
Bedingung gentigen

: -htl=2 — : P
lim ¢, . n S N (A= D(—A=2) (= r LW

n = w

Fiir die dazugehorige Reihe F (z) = 57 ¢,a" gilt aber nach Satz I

lim F(x). (1 — a)i* =— Ty f’q i (b -+ ).
Nach dem bekannten Functionaltheorem der I'~Function; und wenn man beriick-
sichtigt, dass '
f@) —f() _ »
F(w) = ?*1‘ .f(]-) B f”(l)
z—1 2!
z—1

— ete. (A mal),

ergiebt sich dann rein aritmetisch die oben gegebene Form des Satzes 111.

Fiir den Fall, dass y eine ganze Zahl ist und der imaginire Teil von X von 0
verschieden ist, héren unsere Beweise auf giiltig zu sein, und wir lassen es dahin-
gestellt, was dann eintreten mag.  Ist aber A selbst eine ganze Zahl, so tritt offenbar
die logaritmische Modification des Satzes I in Kraft und alles andere bleibt unver-
dndert.

8. Einige kurze Andeutungen, wie man die Sitze I, II, and III ausbeuten mag,
mbgen hier nicht am unrechten Platze sein.
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Es sei etwa angesetzt

o,y T(n+a).T(n+6).T'(n + q9)
f(m)—zoﬂé T +8).T(n+e).T'(n + &)

Alsdann geniigt /(z) offenbar einer homogenen linearen Differentialgleichung mit
rationalen Coefficienten. Der Punkt x == 1 ist ein singulirer Punkt derselben. Fragt
man nach der Fortsetzung des Integrals f(ir) beim Punkte x =1, so Lisst die
Fuchssche Theorie noch die Frage nach dem Werte einiger Coeflicienten offen, die
gerade durch Sitze 1 und III in befriedigender Weise gelost wird.

Oder sei angesetzt

f(z) = g

und fragen wir nach dem asymptotischen Verhalten der Function, wenn = sich
geradlinig vom Nullpunkt einem Punkte j des Convergenzkreises nithert. Istj = 1,
so sagt uns Satz IT ohne weiteres, dass

£i,=ml f(x). /1 —z = 1(3/2).

Ist j = — 1, 80 setzen wir @ = — a/ und lassen 2’ sich der positiven Einheit nihern.
Es ist dann

F () = f(= @) = 5o — $7ae o,
P g

T (L 4 & 4+ ...+ &™), also

3 (4n 4 1)a™ > Eg‘), > S (dn 4 1yt

1
Nach Satz IT ist aber
lim (1 — &) . S(4n + 1). " =4

) 2 =1
und ebenso
o

/4n® -+ 4n
L

lim (1 — &) .2 (4n + 1 %,

@ =1

).
Daher ist lim f(z) = 4.

x=—1

Es sei j = ¢ und 7 = a/b eine rationale Zahl, insbesondere b eine ungerade
Primzahl.  Alsdann fithrt ein Verfahren zum Ziel, welches wir fiir den besonderen
2
Fall b =5, @ = 1 durchfithren werden. Wir setzen wiederum

®=7.
und lassen & sich positiv wachsend der Einheit nihern.  Es ist identisch
F@) = SO LSSl g
+ j4 . 2;"m’(5n+2)2 _+_ w’(5n+3)2.

VYOL, CXCVI.—/A, 3 L
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Nun ist nach Satz 11

lm Sga’®” . /1 — o = . T73/2,
a' =1
lim (gg’w'(ﬁnwz 4 @) \/"1‘__ o = %.T78/2,
=1
lim (35a/® +2 4 ARl W - o 2. 13/2.
@ =1

Daraus ergiebt sich

lim f(z) . /1 —& = %. r3/2(1 + 27 + 2/%),

=1

lim f(x). /7 —@ =75 T32.(1+ 2 + 2.

Diese Schlussweise ist ganz allgemein. s geht aus diesem asymptotischen Gesetz
ohne weiteres hervor, dass die singuliren Punkte der Function unendlich dicht auf
dem Convergenzkreise liegen, dass derselbe also eine natiirliche Grenze der Reihe
bildet. '

9. Essel ¢p(1),d(2) ... ¢(n) ... eine Folge, derart dass

S+ @)+ ... Fd)+ ..

in einem Grenzpunkte der Convergenz L beim Grenziibergang G das Criterion K
erfiillt. Ferner sei ¢ (u) eine Function der reellen positiven Veriinderlichen u, derart
p(u+h)y

dass  lim *= = 1 beim Grenziibergang G, und zwar in gleichmiissiger Weise.

P=Lu=mw= q5(7//)

Diese Grenzbeziehung soll Geltung haben fiir jeden endlichen positiven Wert von
h <1. Unter diesen Voraussetzungen ist

AR OET (RSP T IR RS _
b=t sr 1¢)(u) du

Dies ist eine unmittelbare Folge des Theorems T. s ist nimlich identisch

hd 2 3 . w41
L ¢ (u) du = Lgb(u) du + L(ﬁ(u)du R L’ o (u)du + . ..
Ferner ist L o 4)(1&2}'—(5;(}[)@9 du, infolge der Grenzbeziehung ) :linlm:fsg(;)h) = 1, fiir

geniigend grosse Werte von u» und Lagen von P geniigend nahe an I, kleiner als 9,
wie klein § auch sei. Somit ist

. r o ¢ (u) du
A ey T

in gleichmissiger Weise, also folgt nach Theorem T die Behauptung.
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Ein ganz analoger Satz gilt offenbar auch fiir mehrfache Summen und mehrfache
Integrale.
Die Voraussetzung, dass ¢ (1) + ¢(2) + ... + ¢(n) + . . . bei lim P = L

das Criterion K erfiille, kann auch durch die andere ersetzt werden, dass
L 7+ 1
=] 6w du
a

das Criterion K erfiille, d. h., dass sich eine Constante ¢ finden lasse, so dass gleich-
missig

f(/’(u)du >c. fhf)(u) |dus .

10. Der Satz 9 ist fiir die wirkliche Berechnung von Grenzwerten sehr dienlich,
da das Rechnen mit bestimmten Integralen viel einfacher ist als das Rechnen mit

Reihen.

: . . . , » 1
Es sei z. B. @ eine positive reelle Veriinderliche und angesetzt f (x) = 37 P
A > 1. Der Grenziibergang G bestehe darin, dass @ unendlich gross wird. Es ist
das asymptotische Verhalten von f (x) zu untersuchen.

lim f (x) ist offenbar = 0, jedoch lim x . f' () = o, da es dem Criterion K geniigt.
Das Integral

ist nun leicht zu finden, wenn man
wh = x ., v setat,

wobei weder Integrationsbahn noch Grenzen geiindert werden. Dasselbe ist augen-
scheinlich

o &+ a. v

r’ UM dy if” dw

Somit ist nach dem Satz des Art. 9

. TP wwclv
alglflm i f(;t) - L 14 "
11. Eine Folge von Zahlen a, ay, @y . . . . @, . . . ., fiir welche
lim : i —
2= 1% log ne log logn . . . log log log (A mal) ner
bet irgendwelchen Werten der «, gehdre zum Bonnetschen Typus [a,, oy, y . .o
Eine Folge des Typus [— 1, —1,—1 . .. . (k4 1 mal) ] sei kurz L{,.

Im Zusammenhang hiermit stellen wir nun gewisse Sitze auf.
3 L2
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Satz IV. Iste,=pleg e o o . . ;] und ist

Oty > —1 3
ferner f(x) =3 ¢,.a", so findet sich
. . s - 1T\
lim f(z) . (1 — x)=*". <10g1 ! ;> . <10g log 1o ) o =p.T(1 +a).
x=1 L A -
Ist jedoch ey = — 1 und a;,, die erste der Zahlen a, welche von — 1 verschieden

ist, so ist

apqy F1 Ck+3
Iim j'()@) . <10g log ... (k—}—l mal) 1_}:_;> w . <10g . (k+2ma1) 1%*}) .

w=1

Dabei nithert sich x durch positive reelle Werte wachsend der Einheit,
Der Beweis beruht auf der Aussage des Art. 9. f(x) lisst sich daraufhin seinem
asymptotischen Verhalten nach studieren durch Betrachtung des Integrals

L u (log u)= (loglog w)= . . . (log log (A mal)u)* . &* du,

wobel die untere Grenze des Integrals irgend eine passend gewihlte endliche
Constante, die Bahn die positive Axe der u ist.

2

=" Jogx = — 5 Wir ersetzen u durch pv. Das Integral wird dann

£

e (pouy . (logpoy (loglog poy . . . p.dv.

»

Wir betrachten sein asymptotisches Verhalten, wenn p durch positive reelle Werte
ither alle Grenzen wiichst.
Das Integral ist identisch

= p*™ (log p) (loglog p)= . . . 1,

0 N\ \

: log p\a  /log log pa\ %

WO I = § e L, (—(’JH) et ) cLde.
[ \ log p log log p
o
. .o -log paw log » ., log log pv log log # :
s ist identisch =27 =1 4 =57 Ferner ist o o.l” 58T venn P
log p log p log log p log log p

und v geniigend gross gewihlt sind, nimlich so, dass log p > 2 und log v > 2, da
dann
log p + logv < logp. logw, also
loglog (p . v) < loglog p + loglogw.
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Uberhaupt findet man leicht, dass bei geniigend grossen Werten von p und v

loglog . . . (Amal)v

loglog . . . (hmal)p .o 1+
loglog . . . (hAmal)p loglog . . . (hmal)p’

Somit ist fir beliebige Werte von o), a0, . . . .

(’lgg log . .. (hmal)p.v\»
loglog . . . (Amal)p >

\ I

immer zwischen 1 und

loglog . . . (hmal) ?Yh
1(1 + loglog . . . (Amal)p

/

gelegen, wenn nur p und v geniigend gross gewiihlt sind.

Das Integral
Y A x< log log v\
I = L 1e ’ ‘1 -+ Tog low . dv

[ 1+

. V%

ist aber n p = convergent. Die bereits erwihnte specielle Form des Criterion
der Gleichmiissigkeit der Convergenz trifft nun nach obigen Ungleichungen hier zu.

Es ist daher

o
lim T = [ e ovdo =11 + o)
p=uw 0
fur irgendwelche Werte der a, vorausgesetzt nur, dass der reelle Teil von «, grosser
ist als — 1.

Ist andererseits ag= — 1, &y = —1 . . . . ;= - 1,und o;,, von — 1 verschieden,
so verfahren wir wie folgt.

O = ST+ - o),

Durch ein Verfahren, welches dem im Hiilfssatz von Satz III angewandten parallel
lduft, beweisen wir leicht, dass die Folge ¢/, = ¢, + ¢, + . . . 4+ ¢, zu dem Bonnet-
schen Typus [0, 0, 0 . . . ,api+ 1, &ppz . . . ;] gehort, genauer das - -

e+ 1) mat e+ 1
fache einer Folge dieses Typus ist. Dieser Fall ist somit auf den ersten Fall
reducierbar. ' '

Damit ist im wesentlichen der Beweis vollendet. — = log . Da x sich

’ R o logs : 1
wachsend der Einheit nihert, ist lim 10‘*’ 9;; = — 1. Also ist p durch [ B
z=1 - ’ —

ersetzen und man braucht nur noch Theorem T anzuwenden, um die Behauptung zu
erschliessen.
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Das Analogon der Sitze 11 und 111 ist offenbar auch im hier erérterten weiteren
Sinne moglich. ‘

Satz V. Es sei «a, eine Folge positiver Grissen, welche immerfort wachsen,
derart dass lim @, = .

n= o

Es sei ferner a, ein Bonnetscher Typus

w, = [0,0,0 ... af8By...28]
wt -+ 1 mal
a > 1
; — @ Lm+1 (??/)
und F(z) = 2] P

Wir wollen das asymptotische Verhalten von F(x) untersuchen, wenn « durch
positive reelle Werte iiber alle Grenzen wiichst.

e P (2) = 37" Lua(m)

geniigt beim Grenziitbergang x = oo offenbar dem Criterion

x4 a
K. Somit kénnen wir die Summe durch das Integral ersetzen
j * wdw
culoguloglogw . . . log log (s mal) w . + ¢ (u)

wo ¢ eine geeignet gewiihlte Constante und ¢ (u) == (log log . . . (m 4+ 1 mal) )"
(log log . . . (m 4+ 2 mal) w)’. .. ist. Nun ist du L,,, (u) offenbar das
Differential von log log . . (m -+ 1 mal) (u). Das letztere ersetzen wir durch v ;
alsdann wird das Integral

(”’ wdv
Yoz + v, (log v)f. (log log »)r. . .

5

wo ¢/ wiederum eine geeignet gewihlte Constante.

Den Ausdruck o (log v)* (log log ). . . setzen wir = w, also dw = w (a (iv
dv dv ‘
+vi%@+y. 5 TTog v log log + . ... ). Das Integral
 awdw . “dv ? dv
[ Wit w) T “f a8l fogow + w T
Mithin ist nach Theorem T
@0 dw
lim ﬂi—“@ = o
cmw [T AV ’
z -+ w
Es bleibt uns noch das Integral
(7. dw

J w(:v + w)
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zu betrachten. Nach Theorem T kénnen wir fiir v hier seinen asymptotischen
Wert setzen. Da aber

v* (log v)? (loglog v) . . . = w,

so ist fiir w = o asymptotisch

v = {.w" (logw)® (loglogw) . . ., WO
a =1, af +B =0, ay) +y=0,. .. a8 +8=0
und oo =1, d h = b

Somit kommen wir auf das Studium eines Integrals

l

2. wa log B' ‘oo log w)Y'

gf W (ogoo) - (log oow)r_’ C dw.
x4+ w

In demselben ersetzen wir w durch x . ¢
Es ist dann das Integral

L (®(logz.t*)® . (logl ey L dt
I:a.é.wa.f(g ) (fg+og,;am ) '

Dieses behandeln wir genau so wie das entsprechende Integral im Satz IV. Man
findet somit als ersten Term seiner asymptotischen Entwickelung

I=a.(. e . (log x)? . (loglog x)” . . . af . jw l‘@—t#'
o L 4t

{ war = a* == ™", Somit kommt

I =a. xa (log )*. (log log ) . . .r 'f'f?”t; .
0

= a . Also ist schliesslich

Es war aber hm -

1‘()

dt
1 4 ="

lim & "« (100’ w) (log log 90) F(x) = r

L=

Um das Verfahren zu beschreiben, welches im Falle a =1 zum Ziele fiihrt,
geniigt es, ein concretes Beispiel zu betrachten. Hs sei angesetzt

1
(x) ( 10g )L)B . (z«v—_ﬁ{)

und 8>1. Dies fithrt uns zur Untersuchung des Integrals

® du
[ ¢ (doguw)f. (x + wy
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Dasselbe ist identisch

_ 1 r’fw.d (log w)t—#
B -1, x4+ u ‘

Es ist nun nach der Formel der partiellen Integration

w0
w w 4
— ——— . d(logu) ~* logu)'~*.d-——=——— . (loge)' ~*.
Ln;—;-w, (g) +(g) @ fc+c(g>
Diege Formel gilt fiir alle Werte von w.  Gehen wir jetzt zur Grenze lim @ = «

tiber, s¢ kann man, da

limez . F(x) = o,

X =00
die rechte Seite der obigen Identitit ausser Spiel lassen. Der asymptotische
Ausdruck von F(z) wird somit

1 du

,6’ ) L x(logu)“ﬁ(& T @()2'

Ersetzen wir hier » durch @ . v und gehen wir dann zur Grenze @ = oo iiber, so wird
nach dem fritheren Verfahren gezeigt, dass der Ausdruck asymptotisch

1 * 1
=g loge) | ol =g (oga) ™"
Somit ist lim F (x) . (loga)*~' = E-l—wvl .

Danach lautet der Satz V wie folgt :
Es sei L,,; (n) irgend ein Bonnetscher Typus|[—~1, —1, —1 ... —1] und @, ein

m -+ 1 mal
o Ly (7
Bonnetscher Typus [0,0,0...0,a,8,y... 5], derart dass 3| ———}1(—1) absolut con-
m 4+ 1 mal n
vergiert. Is sel angesetzt
— g L ()
F(z) = % vt
Ist dann « > 1, so findet sich
. 11 B Y “di
lim & <. (log x)« (log log )« [ (z) = ;( e
= = < 0 1 + (2
Ist jedoch @ =1, =1 . . . und e dic erste dieser Girossen, die von 1 verschieden

ist, so findet sich

lim (loglog ... x)~". (loglog ... ). (loglog ... x)}... (loglog...x) . F(x)

z=m



http://rsta.royalsocietypublishing.org/

\

\

A
A
Im

e

THE ROYAL
SOCIETY

PHILOSOPHICAL
TRANSACTIONS
OF

3

a ¥

y i
¥

Y

a

S

THE ROYAL
SOCIETY

PHILOSOPHICAL
TRANSACTIONS
OF

Downloaded from rsta.royalsocietypublishing.org

DR. E. LASKER UBER REIHEN AUF DER CONVERGENZGRENZE. 449

wo nun %, { ... & die auf e folgenden Werte der obigen Zahlenreihe bedeuten.
Dabei ist der Logaritme so oft iteriert als der Platz des dazugehorigen Buchstaben
(¢ m, ... 8) in der Zahlenreihe a«, B,y . . . 8 anzeigt, wobei von « mit 0 zu
zihlen angefangen wird.

12. Aus dem Satze V kann man leicht Folgerungen ziehen, welche fiir die Theorie
der ganzen (transcendenten) Functionen nicht ohne Interesse sind. Einzelne, doch
nicht alle, der folgenden Resultate sind anticipiert von verschiedenen Autoren,
hauptsiichlich LacUuERrrE, PoiNcarg, HApAMARD, BorEL, vON ScHAPER.  Man findet
eine sehr eingehende Besprechung der Literatur des Gegenstandes in BoreL’s ¢ Lecons
sur la Théorie des Fonctions entidres,” 1900.

Es sei 7, #y ... 7, ... ene Folge immerfort wachsender positiver Grossen,
derart dass lim 7, = . Hat die Reihe

n =
VENEE SIS RS

einen inneren Convergenzbereich, so werden wir sagen, dass die Folge 7, zur Bonnet-
schen Classe 1 gehort. Hat diese Reihe keinen Convergenzbereich, jedoch die andere

D=1 2
21 n . 77[1)

so gehort die Folge zur Bonnetschen Classe 2. Hat auch diese Reihe keinen Con-
vergenzbereich, jedoch

Synt . (log )™,
so gehort die Folge zur Bonnetschen Classe 3, u. s. f.

Die Reihen convergieren nur fiir complexe Werte von «, deren reeller Teil negativ
ist.  Die reelle Convergenzgrenze der Rethe r* -+ 774 . .. hat voN ScHAPER
Convergenzexponent, BoreL Ordnung, genannt.  Wir wollen beide Namen benutzen.

Bs sei ay, @y, a3 . . . @, . . . eine Folge complexer Zahlen, deren Moduln |a,| = 7,
immerfort wachsen, so dass lim 7, = .  Alsdann kann man beliebig viele ganze

]
Functionen bilden, die nur in den «; und zwar dort einfach, verschwinden.
Dazu kann man die Metode von WEIERSTRASS benutzen, oder auch wie folgt
verfahren. Man bestimmt irgend eine Folge ganzer Functionen von x

g (@), @), g5 (x) o o . gule) . ..
derart, dass N PRI

fiir jeden Wert von 2 absolut und gleichmiissig convergiert, und setzt dann
@) g @)

G~ Ty . (2 — (‘(,ﬂ)‘ '
Diese Differentialgleichung definiert offenbar eine ganze Function G (), welche die
gestellte Forderung erfiillt. Das Integral der Gleichung erhiit man in der Form

x ¥ @) = galt) g,

G (e) = Go). 5 (1= Z)e ™o

Ty,

\

VOL, CXCVI.—-A. 3 M
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denn dieses Product ist absolut und gleichmiissig convergent. Das letztere zeigt sich
. . g (a () . ot e .
sehr leicht wie folgt. Da 3 " (—i—%——‘ absolut und gleichmissig fiir jeden endlichen
it I3 . (/“
Wert von « convergiert, so auch

L1 IR
mit Ausnahme der Pole. Ist @, ein gegebener Wert und B irgend ein endlicher
gegebener Bereich, der 0 und a, einschliesst, ist ferner cine kleine Zahl § vorgegeben,
so konnen wir einen Index m” bestimmen, so dass

). H <5,

2712 +p N
(e (= )|

wie gross auch p sei, wenn nur « in B gelegen ist und m 2> m’ ist.
Somit ist

< +p
i

— A e e

0 Y (dn) . (.11 — ) < 8 ’ \x()['

5 ® @)

Diese Ungleichung schliesst aber die absolute und gleichmiissige Convergenz des
obigen Productes in sich ein.

Wenn nun die g, (=) . . . g, (x) . . . in zweckmiissiger Weise gewiihlt sind, so
erhalten wir ganze Functionen G (), welche mannigfache interessante und wichtige
Higenschaften besitzen. '

13, Ein Satz von Scuou (¢ Comptes Rendus,” t. CXXV, p. 763) besagt folgendes : Ist

der Modul einer ganzen Function G (x), wenn || = # ist, kleiner als ¢', so ist die
Anzahl N der Wurzeln von G () == 0, deren Modul kleiner ist als #
Vis.r
N < V1)

log (s — 1)’
wo s irgend eine Zahl grosser als 2 bedeutet.™

Ist V (#) = # fiir irgend einen endlichen Wert von e, so heisst G () nach LAGUERRE
eine ganze Function eines endlichen genre und nach v. ScuaPER eine Hadamardsche

Function. Ist V (r) = ¢, so wollen wir G (z) eine Borelsche Function 2' Classe

o . . ; . . . . .
nennen. Ist V(1) = ¢, so heisse G () eine Borelsche Function dritter Classe, u. s. f.
Die Moduln der Wurzeln einer Borelschen Function 2" Classe bilden eine Folge, die
zur 1'°" Bonnetschen Classe gehort, wie sich aus der Ungleichung von Scnou ergiebt.

Man braucht nur |ay| < » mit der obigen Ungleichung zu verbinden, um dies sofort

etnzusehen.

* Man konnte unschwer den Schouschen Satz wie folgt pricisieren: s sei ¥ (x) eine Potenzreihe,
deren Convergenzradius = p,  irgend eine positive Zahl < p, N die Anzahl der Wurzeln von § (z) = 0,

deren Modul = », M 9, der Maximalwert von$ () fiir || = 7, s eine Zahl grosser als 1 und kleiner als f?l ;

alsdann gilt N. log s < log M ;. ,, wihrend der Schousche Satz nur besagh N. log (s) < log M B .4, #,
also » nicht gestattet, iiber die Halfte von p hinauszugehen,
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Jetzt nehmen wir insbesondere an, dags die Folge der Wurzeln von G (x) einen
Boanetschen Typus bildet, und bringen dadurch unsere Untersuchung in Berithrung
mit der Aussage des Satzes V.

14. Gehort «, zur ersten Bonnetschen Classe, und ist & dic kleinste ganze Zahl,

fur welche 2| a,|~* noch convergiert, so definiert

O () 1
G) ! (z —a,)

eine Function G (x), deren ““ genre ” nach LAGUERRE == £ — 1 ist. Ist z. B. a, = n,
« keine ganze Zahl und ‘
b —1)a <1< ke,
so definiert die Gleichung
() a1
Yo (@)~ nHED (2 — )

eine ganze Function yy, vom genre k— L. Von dieser Function wissen wir, nach
Satz V, dass fiir negative Werte von @, wenn |x| iiber jede Grenze wiichst,

@

]

o us =0 (1 4 go)

lim {xl’"i:

$= -

Das letztere Integral wollen wir C, nennen. Dieselbe Grenzbeziehung gilt, wenn
i, durch eine Function f ersetzt wird, deren Wurzeln «, eine Folge bilden, die zum
Typus n* gehért. Dies Resultat ergiebt sich aus der nun folgenden Uberlegung,
welche den Beweis des Satzes V nachtriglich ergiinzt.

/

M < C, A0 (},L
Es sei p =3 " g=3s7
1 Ya+ oy ¢ Yo toa)

7
. . P .. " & Cy .
Die ¢,, ¢, o, @, selen positive Grossen, derart dass =7 - und = ;j‘; convergleren,
‘ib (1
aber 37 ¢,, 27 ¢,/ divergieren. Ferner sei lim a, = o lim a,/ = » und

M = w =]

)
Oy

lim ™ =1  lim ™ =1.

n=w Uy an=wo O

Alsdann ist, wenn x durch positive Werte tiber jede Grenze wiichst,

. )
lim L = 1
X = ([
Es divergieren nimlich die Reihen
aw  On o X o G
X . - },, — € . — PR,
P ! ’ q % x4+ )

x4+,

in x = « und geniigen unter den gemachten Voraussetzungen dem Criterion K.
Bilden wir nun
2y — ) + a,/ch — ey
(@ + a) (= + a,)
3 M2

x.(p—gq) =3x.
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und vergleichen wir den »"" Term dieser Rethe mit dem 2" Term der Reihe
" ’
w d. Uy

. g = }:J TR
v da,

so erhalten wir als Quotient den Ausdruck

» 4 i !
w <(,n — Cp ) + e, -~ 8,

¢/ (@ + ) ’
welcher unter den zugestandenen Voraussetzungen offenbar, fur lim z = « und lim
n = o, gleichmiissig gegen 0 convergiert. Somit haben wir nach Theorem T
. TP~
lim "0 ,
L= 00 x . (Z

d.h. lim 2[3 =1, Q. e d.

15. Nun st es fiir uns von Wert, fiir die Function ¢, viel genauere asymptotische
Entwickelungen als die obige zu gewinunen. Zu diesem Zwecke machen wir von
einem Calciil Gebrauch, den wir in folgendem den Caleiil C nennen werden, und den
wir zunichst ganz im allgemeinen characterisieren werden.

Esseip (0) +d(1)+d(2)+dB)+...+¢ 1)+ ... eine Summe derart,
wie wir sie im Anfang betrachtet haben. Wir zerspalten jedes Glied der Summe in
seinen reellen und imaginiren Bestandteil und betrachten die Summe der reellen und
mmaginiren Bestandteile gesondert. Wir konnen somit die ¢ (n) als reelle Grossen
ansetzen.  Im inneren Convergenzbereiche der Summe ziehen wir eine stetige
Curve G, welche in einem Grenzpunkt L der Convergenz miindet, oder betrachten
eine Folge discontinuierlicher Lagen des Punktes P, welche einen Grenzpunkt Li der
Convergenz zum Grenzpunkt hat.  Wir nehmen an, dass wir eine reelle Function
¢ (u) der reellen positiven Variabelen v und des Punktes P kennen, deren Wert fiir
w =n mit ¢ (n) identisch ist.

Fir irgend eine gegebene Lage P, des Punktes P auf € oder der Folge P; sei nun
¢ (1) monoton abnehmend oder zunehmend in den Intervallen

e 0oy, UOTE G L y, WOER By L Oy, o T O By, e

Der Sinn des Wachsens von ¢ (1) dindere sich daher in der Folge wachsender positiver
Zahlen a), a,, «,. . . o,. .. und sonst nirgends. Riickt P, beim Grenziibergang
nach L, so mogen die « siimmtlich ins oo fallen, oder auch nicht. s ist dies fiir das
folgende irrelevant.

Es seien my, m, . . . my . . . ganze positive Zahlen, derart dass m, <e | < my + 1,
my < oy < my 4 1, wos £ Um den Ideen eine feste Richtung zu geben

wachse ¢ (1) zwischen v = 0 und v = m,

nehme ab zwischen v = m, -+ 1 und « = m,,

wachse wiederum zwischen » = my - 1 und v = my,
u s f.
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1

Alsdann ist ) > (u)du > ¢ (1),

0

)> | ¢
>r (u) du > ¢ (2),

1

¢(m, — 1) > (Ml 1c{)(u) du > ¢ (m,),

sy —

mithin

.(mlqﬁ(u) du 4+ p(m) > d(0) + A1)+ . . . + d(my) > f:hqb (w) du 4+ ¢ (0).

Geenau so ist
[" pldut dlm + 1) <dlm+1)+. ) <[ $0)dut d(m);
dann wieder

[ B det o+ 1) > b+ D+ ) > [ b ) du ot (),

iy -1
w s f

Mithin

[ e = 3[4 0y 4 ¢ )+ b (m) + & Oms + 1) + Bl 4 6y 1)
Fol)+
> $(0) + () + @) -+ bl)+
> [ g)dn — 3 ("7 pa)du+ $(0) + bl + 1) + () + plong + 1)+

Wir gehen nun zur Grenze lim P = L iiber. Beim Grenziibergang G verschieben
sich (allgemein gesprochen) die Lagen der «, und wir wollen annehmen, dass eine
endliche bestimmte Anzahl derselben unter einer bestimmbaren endlichen Grenze a
bleibt, wihrend die iibrigen « simmtlich ins oo riicken. Dann betrachten wir nicht
die Summe ¢ (0) + ¢ (1) 4. . ., sondern nur den Teil ¢ (a) + ¢ (a + 1) + ¢ (o + 2)
+ . . . derselben. Die oben entwickelte Ungleichung giebt uns dann asymptotisch
diese Summe in der Gestalt eines Integrals mit Zusatzgliedern der Form

["g()du und p(ma), o),

m
h

welche das eigenartige haben, dass alle s, ins Unendliche riicken.
Ohne Zweifel kann man fitv den Ausdruck

Jﬁ:qﬁ(u)clw — h(0) — p(l) — ... —Pp(n) —. ..
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noch viele andere asymptotische Entwickelungen finden, z B. dadurch, dass man den
Ausdruck in Form eines Integrals schreibt, und fiir dies Integral den Mittelwertsatz
oder andere Siitze ihnlicher Art anwendet. Fir die Zwecke, welche wir hier im Auge
haben, ist der Calciil C ausreichend und vielleicht sogar unersetzlich. Dennoch ist es
ausserordentlich fraglich, ob dem Calciil C eine allgemeinere Bedeutung zukommt,

16. Essei @ > 1,also k=1, und

’
[ 2] 1
Vo oge L

r, x — ne

Wir betrachten zunéchst negative Werte von . Der Calciil C giebt dann sogleich,

wenn ¢ (u) = S VO y= -
bl 1 V(=9 [
j‘qu(u) du + , > o > L ¢ (w)du.
L. . C du R
Nun ist identisch JO e =Y . G,

somit durch Integration zwischen 2 positiven Grenzen ¥, ¥,

L L 0} Yol = ¥a) L l .
(yza — "zjlla) o . Oa -}- 10% (i > ]Og WIF(L(;— ?/f) > (yza . .?.Ila) o, (_,u_,
wo Yo > Yus
! : Yo  Val— %) S q
oder e(yye—y*) . Gy " > Ve (— y1)>’€'(?/2 n)a. G

Setzen wir insbesondere y, = 1

e . Cy

1 !
eyye . aC,. 7y >¢;~<_1) P (=) > ey L a. G

fiir jeden Wert von y, > 1.

Fiir einen complexen Wert von sel
=1 w.,

1 v — N . w

- =T, o
w—mn*  (v— )P+ w (v — n*)? + w?

also

. P s v Q== 37— v
Wir setzen =20 e e 0 S e

Es sei n, eine positive ganze Zahl, derart dass

et < v < (n + 1)
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also n, = 0, wenn v negativ, oder positiv aber kleiner als 1. Fiir Q haben wir dann
offenbar 2 Intervalle anzusetzen, nimlich

u=1...n uwud w=mn +1..... ® .

Im ersten Intervall nimmt ¢(u) zu, im zweiten ab. Wir haben daher durch
Caleiil C

il 1 n+1 Py . y
( o w :"dz, _ ( o _}f’ -@1,_ L w) s Q ‘ 2w (li,o -
0 (b — u*)? + w? Ja, — u*)? 4 (v — n*)R F w? Jo (v —ut)? 4wt
5‘ mtl w du
a (0=t 4wt

Es 1st aber identisch

TV -t — 1w . L
foa:wm.du:(’v—f-%.w)“ .Og;
. ° (v —u)du . Loy
somit j’ @ <__> o >+ = Rw~+1.w) . C,,

? wdwy . . Lo
und 4(0(?)-'%“) T = Re(v+1.w)« . C,,
wo, wie gewdhnlich, M (§) den reellen Teil von & bedeutet.
Setzen wir v4i.w=7r.e*", sokommt
e w du Loy o1 y
50 =y = ! .sm<&-— 1><;[> C.,.
—_— . e
Andererseits (WZJ—I;)* :r"ﬂ"' nimmt zu zwischen v = 0 . . . v — w0 (w positiv gedacht),

‘nimmt ab zwischen v — w . . . v + w,

und wieder zu zwischen v 4+ w . . . © .

Ist v < w, so fillt das erste Intervall aus der Betrachtung.

. ; 1 . .
Ist w = 0, so fillt das 2" Intervall fort. . nimmt sowohl im ersten als 2%

Intervall zu.
Es set w = 0 und » positiv, ferner

C< v < (g A 1)
Durch Caleiill C wird

“° du m+l o gy 1  du mEl(fy, 1
[~ el I I RS

v o— U v o— 1y 0V — U™ W Ut L~(n1+1\‘*'

. . 1 . .
Da die Bahn durch einen Pol von o — s geht, so schreiben wir statt

® du mrl gy oy * du
_— — =~ Dbesser e
0 n

v o— U* v o— u* 0V — U* a 41U — P
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Substituieren wir s* = v w o= s.u, sowird
7y Z ,7‘;1 Z
[ Y gi-e j — und
0v — uU* Ol—ua
[ ® d _ r du
B B
w1 U — S 1 1%~ 1

e - n du ® du . . ) .
Die Integrale ( T und ( P haben offenbar einen bestimmten Wert fiir
: SO L= Skl W

5
jeden positiven Wert von » > 1, der keine ganze Zahl ist.  Bezeichnen wir die

Integrale kurz mit b, und ¢,, so ist

" r {, LS
j’ v } L (b, = ¢,).

41U — 0

= () du

5

Wir wollen einen Moment abschweifen. Haben wir ein Integral { .
Jo L — U

S (u) im Intervall 0 . . . Lendlich und stetig und bel # =1 in eine convergente
Potenzreihe entwickelbar ist, so ist offenbar

Jfl—") Higﬁz CZH —_ f(l) ) 10g37 + j‘l—y’/‘(uzi—i_‘_]i.(l)du,

o 1 —u 0 1 — u

und  f(1). log;l7 + rf_(@;“fﬂ) du — 5 .m> (1'“"\{..(;2.%01“ > f(1). log%

1 —w 1 -
L) — /(1
+ g Ji@___ﬂ_), iy e M. M’
o 1 —u
wo m den Minimalwert, M den Maximalwert der Function
S = /1)
1 — u
im Intervall 1 — % . . . 1 bezeichnet.
- . o *6 o ]_:‘:—f: o
Es gel nun s = 0 + ¢, P T

&l
v du t=m dy 1 1
b, = J S = j =, . log - K+ . H
‘ oL — ue g L —ws # gnl+ T ’
wo K eine Constante ist, und fiir jeden Wert von e endlich und stetig ist, und wo
lim H = einer bestimmten Constanten ist.

=0

Ahnlich ist ¢, = r

Ut — 17

duw

1 .
wenn % durch - ersetzt wird,
Kia

T=m du 1 1 ) .
Cy —‘—Lj w1 — u¥) = . 10g " - K + 7, I{,

-0

wo K’ und H’ eine dhnliche Bedeutung wie K und H oben haben.
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Schliesslich wird b, — ¢, = .. log ™ 4+ K 4y H =, T
. 1

€ M
. log i‘_;’e + L -'l— ;1

Il

1
o

wo L eine Constante und M eine fiir alle in Betracht kommenden Werte von e
endliche und stetige Function ist, die fiir # = oo einen endlichen Grenzwert hat.
Somit erhalten wir

M 1 Y/ (v)
K log lri¥ﬁ+ L+ 11]>+7;~—‘:77“> Vra(v) > ot < 1Obl +L+ )
1 1
+;+'v— (ny + 1)’

wenn v = (n, + € 0 <e< L

Wenn wir e constant halten, v dagegen unendlich gross wird, so giebt uns diese

. . . . . o (v ~1
Ungleichung eine sehr genaue asymptotische Beziehung fiir 1’;5@)2 . v e, derzufolge
' . vy 1-1 1 €
Iim L) v e=-log—— + L
S ) L8t
. . : ; 1 €
Die Wurzeln, fir grosse Werte von v, von ¢," = 0 erhiilt man also durch —. log —
3 b} 4 o o = 1—e

4 L = 0, natiirlich asymptotisch. Istz B. a = 2, soist §, (z) = sin <W\/\/T) nd L =0,

woraus € = .

Ist w von Null verschieden, so sind v — w und v + w die Werte, in denen der Sinn
des Wachsens von :
v o— ut

sich iindert. Ist sowohl v — w wie v 4 w negativ, so folgt daher .

r -'Qi:u——* du>P > g L S T

o (v — u*)® + (v — uw)® + w? v 4w

Ist ¥ — w negativ, dagegen v 4 w positiv und n, die ganze Zahl, fiir welche
m* < v 4w < (n, + 1) so ist

0 o
v — U mt 1 P o— u v y — u®
olu — j e —— Cl’le e P j‘
j 2 + v? o w? o (

U
v — ue)? +w~ (U — ur)? S+ w? v o— ) 4wt
.«

v — (ny 4+ 1)
— (n; + 1P + w*’

mtl g — e v —
S [ e 1
Ll (v — w*)* + w? + (v — 2P + + [v

Sind schliesslich » — w wie v 4+ w positiv, und

me<v—w< (n + 1) nt < v+ w < (ng + 1)°
VOL. CXCVI.—A, 3 N
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so wird

§ ”,i”;%:_)_%%: du — fl(v Lt du } * }—-J{i—)ﬁi- el e
oo P

Jm(v e — [ :z“('v - u—)%ﬁu u f@_z%u;w du+ 5

v — (ng + 1)
— (ny + 1) + ¥

(v — n,%)
+( — ny0) +102+[fv

In jedem Falle ist P + ¢.Q darstellbar durch j et

und eine Anzahl
0 ¥+ T — e i

Zusatzglieder. Istw = 0,s0 ist das Integral identisch = (v - i.'w)z~1 .C,. Somit wird
schliesslich eine Beziehung der Form erhalten

O C+iowp e A>T g iwp T B

wo A und B gewisse Zusatzglieder darstellen, w #= 0, und die Zeichen > sich sowohl
auf reellen wie imaginiren Bestandteil der betreffenden Grossen beziehen.

Sind «, und x, die Endpunkte einer Geraden &, innerhalb deren, wenn man sich
von @, nach x, bewegt, in dx = dv + ¢. dw, dv wie dw positiv sind, so kann man
obige Ungleichung mit dv + 4. dw multiplicieren und zwischen 2, und @, integrieren.

Dadurch wird

. (g — x,+)C, + L@ (dv 4 wdw) > log :‘;“Z%i > o (@ — acll)Ca

+ f Do idu).

Ist dagegen auf der CGeraden dv positiv, aber dw negativ, so muss man in der
Ungleichung (#) ¢ durch — 7 ersetzen und erhiilt dann eine Ungleichung derselben Art
wie im ersten Fall.

Die Grossen L@) A (dv + 7 dw)und j‘(@) B (dv + idw) sind nun simmtlich der Art,

dass, wenn z, beliebig wiichst, die Integrale kleiner bleiben als angebbare Multipla des
Logaritmen von w?® 4 +% Denn da wir uns auf einer Geraden ins o bewegen sollen,
so ist w asymptotisch ein Multiplum von v, und alle Grossen, die A und B ausmachen,
sind Multipla von 1/v.  Wir kommen daher leicht zu dem Resultat : Bewegt sich x
auf einer Geraden nach oo, so ist der asymptotische Ausdruck fiir y, (=)

1

\lja (a}) —_— m)\em‘;. a . Ca,

wo \ eine Function von 2 ist, die immerfort zwischen angebbaren endlichen Grenzen
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bleibt. Voraussetzung ist nur, dass die Gerade nicht mit der positiven Axe coincidiert
(oder ihr parallel laufend in demselben Sinne ins o« geht).

Auch Grenziibergiinge anderer Art lassen sich durch obige Ungleichungen dulch
filhren. Fir die Zwecke dieser Arbeit ist die genaue Ausfithrung der angeregten
Untersuchungen irrelevant, und wir wollen daher nur noch einige Worte iiber die
Borelschen Functionen, deren Wurzeln einen Bonnetschen Typus bilden, zufiigen.

Die Function f(x) habe die Wurzeln a, = (log n)~.

Ist p eine rationale Zahl, ——%«,

enthaltene Zahl und p die a* Einheitswurzel bezeichnet,

so setzen wir, wenn p die kleinste ganze in p

b b b b

x7L+ za . p | gat. p2 S+ wg.pﬂ_l)
gu(w) = - F s @ = H(x),

die eventuell auftretenden negativen Potenzen von z Vernachl'ztssigend. Die ganze

Function H(x) ist dann offenbar der Art, dass Eﬁ(n) divergiert, aber = “H(a,). .

convergiert.

JZC) N HZ(:,L)W'; —
definiert eine Borelsche Function f(x), denn es lisst sich leicht zeigen (in der Art

wie es am Ende des 2“" Capitels ausgefiithrt wird), dass der Maximalwert von f(z),
b

e : [ .

wenn |2|= 7, < ¢" *°, wo ¢ eine angebbare Constante. o). /o) ist eine der Reihen,

wie sie im Satze V untersucht worden sind, wenn man a negativ wihlt. Fiir

diesen Fall kann man auch ganz leicht den Calciil C anwenden.
Ist p keine rationale Zahl, aber > 1, so setzen wir

H (z) = . (— ).
Nach den asymptotischen Beziehungen, welche fiir i, (—x) entwickelt waren,
, aber 37 L— convergiert. Im ibrigen behalten die

1
"pr, (—'”’n 11’/‘)\ (—an) (ty
obigen Bemerkungen ihre Giiltigkeit.

divergiert 3/————

Auch wenn u < 1, kann man ihnlich verfahren, indem man H(z) = ¢, (p. )
setzt, wo |p| =1, im iibrigen eine passend gewihlte Grosse, und i, (x) die n* zu

4 k=1
Nullpunkten hat, so dass ﬂfﬁ = ;(7:;@”—(—%—:753, k=1 p<i< ./c e

Man kann ganz genau so zu Borelschen Functionen hoherer Classe aufsteigen.
Die so gebildeten ganzen Functionen sind interessant, weil sie mancherlei Beziehungen
zur Theorie der algebraischen Differentialgleichungen mit rationalen Coefficienten
haben, wie auch zu ganzen Functionen, die durch bestimmte Integrale entstehen
(nach Art der Inversen der I'-Function oder der Riemannschen Primzahl-Function). Sie

3N 2
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sind ausserdem fiir die allgemeine Theorie der ganzen Functionen sehr dienlich als
Vergleichsfunctionen.  Sehr hiiufig kann man nimlich mit Hiilfe einer Ungleichung,
welche wir jetzt noch entwickeln werden, Theoreme allgemeiner Art zuriickfithren
auf’ den besonderen Fall der Functionen, die oben betrachtet wurden.

17. Ist @y, oy . . . @, . . . eine Folge positiver Grossen, deren Summe con-
vergiert, und ay, @y . . . @, . . . eine Folge positiver Grossen, die monoton wachsend
w zur Grenze haben, so ist immer

. ay F oaty, + ...+ e,
lim A ——-22 2t = 0.
n= o 23 )
Dies folgt sogleich aus der Ungleichung
@,y + Cee -+ a4y, - f‘ﬁl;‘“ e 4+ ctutty + Con 41+ 1 +‘_f o + ety
iy, , tty,
oy + o aut, '
T (e )
2

a.
< - clbai + (am+1 + L + 0‘;1);

wenn m < n,

in Verbindung mit lim @, = « und der Convergenz der Reihe.

G = 0
Divergente Reihen besitzen diese Eigentiimlichkeit nicht. Ist 8, 4+ 8,4+ . . .
+ B, + . . . divergent, so kann man bei vorgegebener Zahl n eine Zahl p finden,
so dass

IBM + 18n+1 + e + 18»L+g7 > 1.

Wiihlen wir daher, fiir irgend eine Folge n,, n,, . . . . immerfort und iiber alle
2 te] le) 1 B4 5
Grenzen wachsender Indices die «, so, dass

anl = aul+1 = ... ('Lwl + Py
Cpy == U1 = o« o Uy yp,
ete.,

so ist fiir diese Folge a, (welche fiir wachsende n# immerfort und tiber jede Grenze

. ay+ .. B
wachsen soll) lim Lo B

= 0 alL

offenbar nicht = 0.

18. Sind die a, ihrer Grésse nach geordnet, so kann man @, = — wiihlen, und

aﬂ
erhilt dann
Imn.a, =0,
N = w0

den Pringsheimschen Satz. Ist auch «,. 7 eine geordnete Folge, so kann man

1 . . ,
y == " wiihlen, und es kommt lim % .log n.a,=0. Ist auch n log n. a,

Xy . =W
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ine geordnete Folge, so k = : I
eine geordnete Folge, so kann man «, = o dogn setzen, was lim n . log n . log

log n. a, = 0 ergiebt, u. s. f.

Es sei nun 7, 7o . . . 7, . . . eine Folge immerfort wachsender positiver Grossen,
deren Grenzwert = . Die Folge gehiore zur 2" Bonnetschen Classe, es sei also
(0) =7 7t . (logn)~'. (log log n)7t. .. (loglog ... h—1mal (n))~t. »,7* fiir endliche
positive Werte von A convergent. Ist dann o der Grenzpunkt der Convergenz

(der Convergenzexponent A Classe, oder die Ordnung /4" Classe) und die Reihe in

A = o noch convergent, so haben wir, wenn wir «, =n"'. (log n)~' . . . 7,77 setzen,
da die Folge der «,, wie der n . &, wie auch der n . log n ., . . . und schliesslich
der n.logn . . . log log (h — 1) mal n . «, eine monoton abnehmende ist,

lim log log . . . Amal (n).r,~ = 0.

n=aw

Dies lisst sich auch schreiben
1

r, > n . (log log . . . I mal (n)),

wo 7 einen nur von 7 abhingigen Index iibersteigt. Divergiert die Reihe () in A=,
so ersetzen wir o durch o 4+ €, wo € beliebig klein ; die Schlussfolgerung bleibt dann
erhalten.

Offenbar ist o der kleinste Wert, fiir welchen eine solche Ungleichung bestehen
kann, '

19. Die Betrachtungen dieses ersten Capitels waren in ihrer Mehrheit derart,
dass sie mehr oder weniger interessante Ergebnisse liefern, ohne aber zu einer
allgemeinen Theorie zu fithren. Wie man leicht die hier angefiihrten Beispiele, in
denen die discutierten Metoden fruchtbar sind, noch bedeutend erweitern kann, so
ist es auf der anderen Seite leicht, Beispiele von Functionen zu bilden, zu welchen
die hier angefiihrten Sitze nur in einer sehr losen Beziehung stehen. Zu einer
Vertiefung der Metoden gelangt man erst durch Einfiihrung eines neuen Begriffes.
Dieser Begriff wird seine Definition und Erliuterung in den nachfolgenden Seiten
finden.

CAPITEL 2.

1. Es sei u, +uy+ ... +u,+ ... ene convergente Summe, welche eine
Function einer complexen Variabelen x definiere. Innerhalb eines Bereiches B habe
u, die singuliren Punkte @, , Die @, , mogen in ihrer Gesammtheit eine Folge
bilden, welche den einen Grenzpunkt o zulisst. [In a sei jede der u; regulir und
habe dort den Wert 0. Verlangt ist, die Bedingungen aufzustellen, denen eine
in B verlaufende und in « miindende Curve @ geniigen muss, damit der Wert der
Summe 37 u; bel Anniherung aut € an @ =« die 0 zur Grenze habe.
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Dies Problem fiithrt zur Betrachtung gewisser Bereiche, welche wie folgt con-
struiert sind. In einen einfach zusammenhingenden Bereich B werden unendlich
viele Locher L, L,, Ly . . . L, . . . gebohrt. Jedes Loch L; stelle einen einfach
zusammenhingenden Bereich dar. Keines der I schliesse den Punkt o ein, mit
wachsendem #n komme L, aber dem Punkte o beliebig nahe. Der so hergestellte
Bereich L werde asymptotischer Bereich um den Punkt a genannt. Die Gesammt-
heit der Bereiche L; heisse der asymptotische Nichtbereich um .

Im folgenden werden wir das oben angegebene Problem nicht in seiner Allgemein-
heit angreifen, wir werden jedoch besondere Fille von gentigender Wichtigkeit und
Ausdehnung in Angriff nehmen. Es wird sich zeigen, dass die Curve € der
Bedingung geniigen muss, innerhalb eines asymptotischen Bereiches zu verlaufen,
dessen asymptotischer Nichtbereich die a,, , einschliesst. Die Ausdehnung der
Loécher I; wird dabei nicht gleichgiiltig sein, sondern wird erst durch bestimmte
Verfahrungsarten festzustellen sein.

Ohne von vornherein die Begriffe zu sehr complicieren zu wollen, werden wir doch
noch zwei Bedingungen erwiihnen, welchen die asymptotischen Bereiche gentigen sollen.
Schligt man um o mit einem sehr kleinen Radius p einen Kreis, so muss die Summe
des Flicheninhalts aller in diesem Kreise liegenden Loécher I; im Verhiltnis zum
Flicheninhalt des Kreises mit p beliebig klein werden. Und ferner muss eine
Contour C um @ innerhalb des asymptotischen Bereiches méglich sein, deren
Maximalabstand von « kleiner als /p, deren Minimalabstand von a grisser als kp
ist, wo h, k zwei beliebig vorgegebene Grossen kleiner als 1.

Es geht hieraus hervor, dass eine endliche Anzahl asymptotischer Bereiche um «
einen asymptotischen Bereich um @ gemein haben.

2. Im folgenden nehmen wir an, dass der Punkt ¢ im Unendlichen liege, con-
struieren flir eine besondere (Gattung von Reihen 37 w, den oben erwithnten
asymptotischen Bereich, und zeigen seine Bedeutung fiir die Characterisierung der
durch 27 u, definierten Function.

1 1 || ||

Essei u, = ——. 3-—— sel convergent und — sei > ', wennn> n’. Der
T — a, || n = g

. . . w 1 e . . .
asymptotische Bereich, in welchem 3 — fiir lim # = o sich der 0 nihert, wird

v 23

dann wie folgt construiert. Wir schlagen um ¢, als Centrum einen Kreis L, mit
T

dem Radius 7, lim 7, sei = o, jedoch lim -~ = 0. Die Gesammtheit der

n= o n=o by =
Kreise L, bildet den asymptotischen Nichtbereich.
Dies ergiebt sich leicht aus den Voraussetzungen. Es set

alsdann ist | fx)| = 37—
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Es sel |#| irgend eine Zahl grosser als |a,| und kleiner als |a,,,|. Dann ist

o 1 a1 1 1 w 1T
21 lx_a'n! - 21 lw"‘anl + lx""aml + !'—’U"‘am-klf + 2””-2]% an'
Ferner ist
1 1 1
2)111—— T < Em ) < E/z—
7= @] ] =] EARA

Setzen wir a, = n.b,, so ist |0,] nach Voraussetzung eine Folge niemals abneh-
mender Grossen. Somit ist
zaln-—l 1 < Em-l 1 . < ___];___. zm-—l 1 100' 777/

|| — || Yo by —n | b [b.]" 7Y m—n [bm[

Nach der in 18 erorterten Erweiterung des Pringsheimschen Satzes ist dieser Aus-
druck mit wachsendem m kleiner als jede beliebige Grosse.  Mithin a fortior:

1
lim 371 =0
m= )=y
Andererseits ist
1 1 1
22 < 2m “““““ < zm
”!w | e — o] ] = [t |
anrHl © 1 © (77/1 + 1) lb"H‘ [
= 2m 2 n “[‘ o < Em T 2,;; B I T R N LU e
2 |[7L| + 2 ‘a'nl - Iam+]_l)lanl 2 lanl + 42(nlbm+1| - (77?/ + l)lbm+1')%-|bm+1[’

da ja |b,| Z |buy,| war,

1 o m 4 1
= 2m+2 Icﬂl + lbm+1| 2m+2 n (7’l — — 1) .
. 1 1 1
Es ist aber ol identisch = - — - — =,
n(n —m —1) 0 —m — 1 n
i 5= m""l,,, totisch = 1
somi 2 — g — 1y ASYmptotisch = log m.
Mithin schliesslich
» 1 log m
21n+" IQ/ an‘ < EnL+2 I a l + l[)m”I

1
Aus der Convergenz von — und der bereits ancrewandten Lirweiterung des Prings-

[ty |
heimschen Satzes folgt demnach
1

lim 3, ,— =20
2 pummnd
m= " l', - anl
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Liegt = im asymptotischen Bereich, so ist

[.CC o am[ ; Ty
lm — a/m+1l ; ')17;1—}-1 .

Auch war Iim 7, = .

i = 0
Daraus geht dann zur Evidenz hervor, dass, wenn a im asymptotischen Bereiche sich
dem Punkte x = co annithert (d.h 2| von irgend einer angebbaren Lage von w«
auf der Anniherungscurve niemals abnimmt), s "

lim f(z) = 0. Q. e. d.

Tr= o

/
3. Ist ¢ (x) = 117 (1 — (f) , S0 1ist

¢ _
) =)

Einen wie oben konstruierten asymptotischen Bereich wollen wir I, nennen. Von
einer ganzen Function F(x) (des genre 0), deren logaritmischer Differentialquotient
in einem asymptotischen Bereich 2 sich der 0 nithert, wollen wir sagen, sie gehire zu
dem asymptotischen Bereiche 9.  Alsdann konnen wir zeigen, dass zu L alle ganzen
Functionen gehoren, die sich in der Form schreiben lassen

Co-p(@)Foe. () Fey. ¢ (x)+ ... e () + ...,

wenn die ¢ der Bedingung Q geniigen, dass die Rethe ¥ ¢,. %" einen von 0 ver-
schiedenen Convergenzradius hat und ¢, =£ 0 ist.
Zuniichst wollen wir nachweisen, dass, wenn die ¢ der Bedingung Q geniigen, die
Reihe ¢, . ¢™(x) eine ganze Function y(x) von « darstellt. Nachdem wollen wir
V()

zur Evidenz bringen, dass lim “*2 = 0, in L, und dass 4 (z) eine Function des

e=w V()
genre 0 ist, deren Nullpunkte im Nichtbereich von L liegen.
Nach einem Satze von Poincarg ist die #'* Wurzel aus dem zlfachen des n'* Co-
effizienten der Taylorschen Entwickelung einer Function des genre 0 in der Grenze
fiir n = oo beliebig klein. Mit anderen Worten, es ist

)] <o,

wo & eine beliebig vorgegebene Zahl ist, wenn nur n geniigend gross gewihlt wird.
Der Wert von « ist dabei beliebig.  Somit convergiert 3{¢, . ¢*(x) fiir jeden endlichen
Wert von @, und stellt demnach eine ganze Function von x dar.

Es sely), y5. .+ v.. .. eine Folge positiver Grassen, derart dass 3 — convergiert.

n

Es seil ferner

9 (@) = 17 (1 +$~>= STk, @
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. 2 . ]Co 3 . ]/ . kn
Alsdann st £, =2 G ot

Iy 7k T B

mender Grossen, deren Grenzwert die 0 ist. Denn es ist identisch

V@) o 1

Y@ — e+
d ¥ (z) 1 S’ (x) Y (2)\*
250 =2 g = 50~ e

Mithin fiir jeden positiven Wert von x

Vo (2o

I S \I@

ler Y@ L Y@
oder 50 > G o

Nach einem Satze von HERMITE ist

9 (x) = 9 (0). 11 (1 + ;\/

wo die y,” den y, zwischengelagert sind.  Es ist somit auch

) (@) 34 (@)
'9/(@,) > 3//(%) > > 3(15)@;) ‘

465

, . . . eine Folge positiver immerfort abneh-

Nach dem Satze von PorNcarii zeigt sich, dass der Grenzwert der Folge 0 ist.

Setzen wir noch @ = 0, so haben wir damit die Behauptung verificiert.

Es sel nun angesetzt Y. =z — a,],
W ‘ I
S(Z) = I, <1 -+ ’I;ﬁ:&c[#) = 2, /\‘l‘,L RNAR

- Es ist identisch

o l x + PPz .
1 <1 + "‘> = (ﬁ“(;g (7>) = 2 s .

Danach ist evident

| 9 )| < g
Jarga | < R und Py =R
fur jeden Wert von # und . Mithin ist
¥ (2) s '
2 =3e] .k
¢ () el - B
Nihert sich innerhalb L 2 dem Punkte & = o, so war aber

lim &, = 0.
Daraus kommt dann leicht, dass innerhalb L

v @] _
$ @)

VOL, CXCV1.—A, 30

lim

€=

Cor
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Auch 1st lim i) = 0.
e=wn | P (37
Mithin lim Y9 — 0 daia e, o 0.
v=w Y (2) J vO :

Ein Satz, der, wie es scheint, von HerMITE und Hurwirz unabhiingig von einander
aufgefunden wurde, besagt folgendes: Ist innerhalb eines ecinfach zusammen-
hiingenden Bereiches B eine Function u eindeutig und ohne wesentliche Singulari-
titen, und ist auf dem Rande von B iiberall || < 1, so nimmt » innerhalb B genau

so oft den Wert 1 an als die Function dort den Wert oo annimmt. Der Beweis ruht
® . .
darauf, dass 5 1%{& = 0, da bei Beschreibung des Randes R, wegen |u| <1, 1 —u
eine Contour beschreibt, die den Punkt # == 0 ausschliesst.
Wir beschreiben nun um jeden der Kreise L, eine Contour C,, die innerhalb des

Bereiches L liegt:  Wiihlen wir n geniigend gross, so ist wegen

lim ¥ =0
V(@) — ¢ b
auf C, 3 (@) < O

Somit hat die Gleichung
Y@ =6 . o@) .
¢ (%) - °
innerhalb C, genau so viel Wurzeln, als die linke Seite dort den Wert o annimmt,
d. h. genau eine. Die Wurzeln von (x) liegen daher im Nichtbereich von L, und
zwar je eine ihrer Wurzeln in L,, sobald n einen angebbaren Wert ¢ ubersteigt, der
nur von den Werten ¢y, ¢, ¢, . . . ¢, . . . abhingig ist. s ist danach (x)
offenbar eine Function des genre 0, denn die Moglichkeit der Existenz eines stérenden

Factor der Form ¢ ist nach den entwickelten Ungleichungen iiberhaupt aus-
geschlossen. ‘
4. Wir werden jetzt daran gehen, den allgemeineren Satz zu erweisen, den wir den

Satz S nennen wollen.
C

Satz S : Ist f(z) = =7 ;;‘:_'n'“‘(;, wo die ¢, und «, der Bedingung @ unterworfen sind,
dass '

C, N
1) =7 Cf absolut convergiert,
¢

2) || = |a/| wenn nz=

3) lima, = o,

so giebt es einen asymptotischen Bereich, in welchem
lim f(z) = 0.
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Wollte man den Beweis des Satzes S in der Art und Weise fithren, wie vorhin den
Beweis des in 2 gegebenen Satzes, so wiirde man zu keinem Ergebnis gelangen. Der
zu construierende asymptotische Bereich hingt ganz und gar von der Lagerung der
a, und ¢, ab, und iiber diese kann man ohne besondere Annahmen ausserordentlich
wenig sagen. Was sich allgemein sagen lisst, ist wenig mehr als in der Grenzbezie-
hung li_m lely + Je) + ... + |

n=e a,
des Art. 18 folgt; denn es lisst sich leicht zeigen, dass man Folgen ¢,, a, construieren
kann, welche den Bedingungen 0 geniigen und fiir die

= 0 enthalten ist, die aus den Betrachtungen

lim le] + leg] + - .-+ Jea]

. 7, nicht mehr = 0,

ne=o ,

wo 7, irgend eine vorgegebene iiber alle Grenzen wachsende Folge darstellt.

s ist [f@)] < srptels gt

|z — a,]

Wir wollen zuniichst zeigen, dass es eine Folge von Werten |z| giebt, so dass
. . e . ¢,
lim [#| = wound lim 3 ol = 0. In dem Ausdruck = W fassen
o n
wir alle Glieder zusammen, fiir welche der Modul des Pols |a,| denselben Wert hat.
Dadurch erhalten wir einen Ausdruck genau derselben Art. Da wir zunichst nur
von positiven Grossen sprechen werden, schreiben wir bis auf weiteres statt |a,|,
le,| und || kurz a,, ¢, x.
Es sei  grosser als a,, jedoch kleiner als a,,,. @uy; — @, nach obigem eine
positive von 0 verschiedene Grisse, sei mit b,, bezeichnet und

,
wzam"}"'ﬂ-bm:am+1_7] -bm

gesetzt, wo 7, y’ irgend 2 positive von 0 verschiedene Grossen, die der Beziehung

geniigen
’
n+7 =1
. A Cp n Cp » C,
ES 1st nun Eio T = 21 T "i" 2m+ 1 e »
|2 — a,] z — d, tt, — &
Em Cn . Cm _ Cm—1 + Cn_g +
1 - e e
L = n. O Uy — Uy -+ 7. Z)m Oy = Qg + 7. b ’
n Cy Ci cm_] Cm_g
N . % = ~ + -+
Loy Upt1 — U

3:7‘(“771 - am—l) + bm %}(“m - am..z) + bm

Cin Cin_1 B Cin—s,

+ v e . :'-]9»1-

“m+1 — Uy a’m-l—l — am—-l am+1 - a‘m~2

3 0 2
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Ahnlich ist

Ew Cn i Cinty Cinta - Cintg
-+ 1 - ' y ’ N
y — & n . bm Qg == Oty -+ N . bm Gty = Ay + M. Z)m
C, C. [ : C-
’ © n 1 Mm+9 3
und . Em+1 < - - o = Qe
y — X Cin+y — Uy Qg = Uy kg ™ Uy

Wenn es Indices m giebt, fiir welche p, und ¢, kleiner wird als eine beliebig vorge-
gebene Grosse, so wird es auch eine Folge iiber alle Grenzen wachsender Grossen ||
geben, fiir welche f(x) kleiner als eine beliebig vorgegebene Grisse wird.

=1 Conl % Cont-1,
P WaAr = Zh — U]].d G == 2 b e
0 gy = oy ) Sl lyg — Ay

Wenn a,,n > 2. a, wird, so ist

S G g S el

4 3
W gy — Cy, n A

und diese Summe wird fiir geniigend grosse m kleiner als eine beliebig vorgegebene

- . +® 0y, v . .
Grosse, da nach Voraussetzung die Summe 2’{ —aJ— convergiert. Somit setzen wir
h

h/

Qm' - 2 A 9
b g — A

Con g 1o

wo &' definiert ist als der kleinste Index, fir den ¢, .,/ = 2. a, und stellen uns
nun die Aufgabe, zu erweisen, dass die 0 einer der Grenzpunkte der Folge p,, -+ ¢,/
ist.  Der Beweis ist moglich nach der hier befolgten Metode.

Zuniichst machen wir eine Voraussetzung V iiber die Folge der «,, welche aber die
Allgemeinheit in keiner Weise einschrinkt.  Wir nehmen an, dass a,,., — «,
kleiner sei als eine Constante ¢, und dass lim a,,; — @, = 0. Trifft fur die that-

n= 0

siichlich gegebene Folge diese Voraussetzung nicht zu, so steht es uns frei, der

. . . 4 " . .
Funetion f(x) soviel Glieder der Form o nuzusetzen, dass fiir die so condensierte

Folge der a die Voraussetzung zutrifft. Die ¢ der Zusatzglieder wiithlen wir siimmt-
lich = 0, oder, wenn wir wollen, von 0 verschieden und so klein, dass die Summe

-
a

Satz richtig, so ist er es auch gewiss fiir f{(x).

c . . .. . o . o
— immer noch convergiert. Ist fiir die erweiterte Function der zu beweisende

Wir definieren nun vier Functionen einer reellen positiven Variabelen & durch die

Gleichungen
A (f) = 2?(“7;4-1 - a”) f“n-&] ,

B(£) =37 ¢, . £m,
C(£)
D ()

Ef P (Ol’ﬂ-j-l - 0(7,) . &%t

2;0 gﬂ/ (O’/n+1 —_ OL,L) . f"n+1 .

I
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Diese vier Functionen, wie sich sehr bald zeigen wird, sind durch obige Reihen
erklirt fur die Werte & < 1.

s handelt sich nun um die asymptotische Darstellung der vier Functionen bei
&= 1. Der Kiirze wegen werden wir statt des hiufig wiederkehrenden

li

é

=1

IIE
®!§

einfacher schreiben w=+v. Ferner werden wir einen 6fter wiederkehrenden Prozess
kurz P nennen.  Der Prozess ist auf B(€) angewandt der folgende. Es ist

B(¢) = 27 ¢,. &€, also, wenn § <1,
276 £5 > B(6) >3, £5T

Nun fassen wir alle Glieder zusammen, die mit demselben Exponenten &” multi-
pliciert gind, und nennen den resultierenden Coeflicienten von §” ¢,/

3Ten . Em = L(€).
Fs ist also L(&)>B(&)> ¢ L(¢)
und . B(¢) = L(§)

. '
Offenbar ist 27 = convergent, daher auch
m

1
(L. a
Auf A(€) angewandt liefert § nach Theorem T und V

= 1
A) =1 B

Fhe wir 9 auf C(€) und D(€) anwenden kénnen, miissen wir dieselben transfor-
mieren. Wir ordnen C(€) und D(§) um, indem wir alle Glieder, die mit demselben

Coefficienten ¢, multipliciert sind, zusammenfassen. Dadurch wird

C(¢) = 37 o 5§ = Cokar govnn,

Cpth — Uy

Setien wir S G T Oy g — g%, (), soist

! Apsp = Cn

€. gtf (En) = le‘m(()b7,,+,1; — a,,+;l_1) . fan+h“a”,

1 oy e
was nach & und Theorem T und V sich verhiilt wie ——. Mithin

1—¢

Eaz = log ( 1—~:1:—E>, und nach Theorem T

C(E)=B(E) . log(; L)
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1
Sl——({(—a—— dé ist also convergent. Wir werden nachweisen, dass dasselbe
og

L—&

richtig ist fiir g ' (E)
log ( = §>

der Grund, warum wir statt der ¢, die ¢, einfiihren mussten; denn

Sl A 20 (g — @) E™

log < 1 > wire im allgemeinen nicht mehr convergent.
1-£

dé  Die Notwendigkeit dieses Nachweises war auch

0
Es ist, wenn wir in D (), wie es vorhin bei C(§) gethan wurde, die Glieder zusam-

menfassen, welche zu demselben Coefficienten ¢, gehoren,

D(§) = 37 0, 34 Tt g,

Ay = Uy 3,
Dabei ist & die grosste ganze Zahl, fiir welche die Ungleichung gilt
Wy — > 7%- Wy

also fiir jedes gegebene n bestimmt. Nun ist evident, nach V,

Zhv G-ty T At f n—h+1 < 2 e Sl g ~ k jedoch

Ay — Ayu_p Gy = Uy

((7l~7L+1 - an h @y h
> e Z . f %" .

0 Uy — y_p

Andererseits ist

0 [ .- F gy — :
- g . —ai: [f “u . Zg Zackt T Cach é‘: n**/z} Eh ( yppgy = C(/”_],) g””._ﬂ ,

Uy — (y_p,

somit nach P und V

k -1 -2 ] —
~a Cy_fry — Uy_p @, _}, o E f_? bt f 2
[5 v, 3 Gk lech gt ] =5 R+

Gy — Up_p 4

wo v = E(a,),

und nach P und Theorem T

| EEV\\ @ i1 n—2 q;
D@ =3 elf + 5T e = [ B
5 5

Es 1st aber offenbar nach P

w 1 — DL 1 mn
&w%%+”.+ﬁ)é1<D®<2w%%+u.+q.8
2 2
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oder, das Zeichen < asymptotisch aufgefasst, nach Theorem T

m

2& . logm. E"ED(€) E n m G . logm . E2,
Auch ist

oy, fz " - n 1 -
Z’I”Om- én <§ + ) 4. +i—b) < (E;zcm . & log <i—:§>’ also

®, n = o m L
Fidu dogm . EnEXT . 60 dog (11 )

. . . 1 d
Daraus geht dann zur Evidenz hervor, dass die Operation | - 'éf—" . 3(é), auf

3(&) = D(¢)
angewandt, convergent sein muss.

Wiire nun p, + ¢ fiir jeden Wert von n grosser als eine angebbare endliche, von
Null verschiedene positive Zahl 6, so wiire ’

Zr(]% + Qn') (a1z+1 "'"Obrl/) §<4n+1 > SA (g) 3
CE + D) 5. A

also log<1 ig) > log <I~i~g> .

Nun war aber

S C@H + D& d¢ convergent, wihrend
, (i L)
wegen A(é) = 1%“{:
S ‘,i,_é ¢9) d¢ divergiert.
0 °g<1 = s>

Somit kann eine solche Zahl 8 nicht existieren. Wie klein auch eine vorgegebene
Zahl 8 sei, die Folge p, + ¢,/ enthilt immer Glieder, welche kleiner sind als 8.

Dasselbe ist auch wahr fiir p, 4+ ¢,, also auch fir p, wie ¢, individuell Nun
hatten wir aber

fla) <o 22

Somit erhalten wir : Ist f(x) = gegeben so bilden wir alle Ausdriicke

p., und ¢, mit Hilfe der Folgen [c,,[ und Ia,,l Wir bilden dann p, + ¢, und
bestimmen diejenige Rethe der Indices

1, ny, ng, ng . . . 1y
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fiir welche p, + 9, kleiner ist als jedes der vorhergehenden Glieder der Folge
J
Px~+ ¢ Diese Folge von Indices existiert nach obigem und erstreckt sich ins

Unendliche. Die |a,4] |a7,j+1[ nennen wir die ausgezeichneten Intervalle.
Die Werte von p, nennen wir §; und diejenigen

VO G .. €.

Es ist dann lim §; = 0 und lim ¢ = 0. Alsdann bestimmen wir irgend eine Folge

j=w j=o
positiver Zahlen
Nis

derart, dass beide von 0 verschieden sind, dass

ferner 74 =1
’ . & €;
und dass lim 4 - =0.
j=w N i
Schlagen wir dann mit 7; = |, | 4 7; (@, ., — @, ]) Kreise C; um den Nullpunkt,

so ist flir jeden Punkt «; auf dem Kreise C;
o8
|f ()] < I + 0
und lim |f(x)| = 0.
Jj= o
Alle Pole a, deren Modul grésser als ]0&.,,}.[ und kleiner als, oder = lc&,,}.H[ ist, fassen

wir in eine Gruppe Gj zusammen. Dieselbe umgeben wir mit einer Contour L, die

r — a
Gruppe Gy, fir alle Punkte x ausserhalb L; kleiner ist als die gréssere der beiden
Zahlen

derart construlert ist, dass die Summe 3, , erstreckt iiber die Punkte a der

2 € S | G
<4+ - und 4 o
7 + i Nty + 7 i1
Die L bilden dann den asymptotischen Nichtbereich des zu construierenden asymp-
totischen Bereiches L. Es ist offenbar in L lim f{#) = 0. Dass L die beiden in 1

erwithnten Bedingungen erfiillt, erhellt aus der Thatsache, dass eine beliebige
endliche Anzahl solcher Bereiche L wiederum einen solchen Bereich T, gemein haben ;
und dass Kreise in L moglich sind, deren Radius beliebig gross wird.

5. Der Satz S lisst sich mit den bereits verwandten Hiilfsmitteln erweitern auf
Functionen

flo) =2

@ —a)

¢ ¢, .
derart dass 3> und 3 ZZ”—Q absolut convergieren.

i "
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Es tritt nur an Stelle der einfachen Integration nach ¢ eine zweifache Integration
nach & Uberha,upt liesse er sich aussprechen flir Summen S u,, derart dass in
x = oo u,= 0, und dass u, eine rationale Function von z ist, deren Nenner niemals
einen angebbaren Grad iiberschreitet. Ohne Zweifel kann man ihn auch erweitern

, . . 1. . .1
auf Summen =7 u,, deren Terme u, analytische Functionen von - sind, die be1; =0
i v

regulir sich verhalten. Nur erfordert diese Erweiterung eine ungemein feine
Differentiation in den Begriffsbildungen, und der Beweis dieses Satzes diirfte an
Schwierigkeit den des Satzes S bedeutend iiberschreiten.

Der Satz S lisst sich sehr leicht nach einer anderen Richtung hin erweitern, welche
fir die Theorie der ganzen Functionen sehr wichtig ist. Nichts hindert uns im
voranstehenden Beweis anzunehmen, dass die ¢, irgendwie von @ abhiingen, wenn
nur eine Constante ¢ sich finden lisst, so dass fiir jede in Betracht kommende Lage
von Zw‘ ”{ < ¢. Daher kann man ohne weiteres den Satz S’ aussprechen, der
lautet :

Satz S Ist fla) =327 g(a?{% , so glebt es einen asymptotischen Bereich L,

in welchem
S _
m e =0
_ | a@ 9 (@) 95 (%)
e M (CU) - ay . gy () Ga (@) . | '93 (ag) . ag ’

denn dann ist die obenerwithnte Zahl ¢ = 1.

@) _ g 00

5 e x) eine ganze Function.
Es sei nun g G =¥ oy o ay O G () eine g

| 9. (%)
SR | g (@)

95 (%)
! g‘,}, (a/g)

N ((7/')
to (1)

+ .

sei wiederum mit M (#) bezeichnet. Integrieren wir zwischen irgend 2 Punkten x,, @,
eines im asymptotischen Bereiche liegenden Kreises mit Radius # um 0, so wird

log o2 = ["g7 )

G T LT ) =)
Ist 8. M (r) das Maximum von | G/((: auf jenem Kreise, so ist also
1log—g—((%§ < C.r. 8. M),

wo C.r die Linge des Bogens zwischen #; und «, misst, C also eine Grosse < 2 ist.
Aus dieser Beziehung fliesst sogleich
VOL, CXCVI,—A, 3 P
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1) Das Maximum von |G ()| auf jenem Kreise ist < -2 7-M®

—2m I8 L M(»)
»

2) Das Minimum von |G (x)] auf jenem Kreise ist > e

G (z,) G ()
log G (;'r:?) ! > log ’ G (.9:)

ist.

da ja

Ferner folgt noch : Das Wachstum des imaginiiren Teiles von log G (x), wenn
von @, nach x, sich continuierlich auf jenem Kreise bewegt, ist an absolutem Werte

< C.r.8.M(r).

6. Ist insbesondere G () eine Function des genre /, so ist g, () = «/, und es ergiebt
sich daher aus 5 Satz: Ist G (x) eine Function des genre /, so kann man eine
Folge von Kreisen C,, C,, C; ... C, ... um den Nullpunkt mit den Radien R,
R, ... R, . .. bestimmen, derart dass fiir Punkte x auf C,

(Go)] > et mt,

wenn nur # gentigend gross gewithlt wird, wie klein die vorgegebene positive Zahl 8
auch sel.

In HapamArD’S berithmten preisgekronten Abhandlung spielt ein Satz der obigen
Art eine sehr wichtige Rolle. Ist p nach BorrL die Ordnung von G (), so ist zufolge
des Satzes von HapaMarD eine Folge von Kreisen obiger Art méglich, auf der die
Ungleichung besteht

|G (x)| > e~ R,

wo e eine beliebig kleine positive von 0 verschiedene Grosse bedeutet. Ist p keine
ganze Zahl, so ist p <!+ 1 und somit geht der Satz von HapaMARD dann weiter
als der obige. Ist umgekehrt p =17+ 1, so ist der hier ausgesprochene Satz der
weitergehende.

Der Hadamardsche Satz lisst sich tibrigens unschwer aus Satz S ableiten. Es sei
3, |, | convergent, I<X<l4 1.7+ 1 — \ setzen wir = o. Dann ist in einem
asymptotischen Bereiche | L, -

odor @ s L ;
wenn wieder d G ) = S(x) = 3 (o — ) gesetzt ist,
lim a7, f(x) = 0.
s ist nimlich fe” . f(x)| < 3 |27 .
o SO < S
Ist la.] < @] < |Guy|, soist
s Ed — 27” || _ 22 . lxo‘ .
Hlad ] o] =] | Ml (le] =] au]) E Tt (o]~ |x])
Das Glied LTS it B NP L
o (o] = |2]) el (lan| = e])
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was nach Satz S fiir geeignete Lagen von x in den ausgezeichneten Intervallen von

@t . . C e .. _—
3 - "a kleiner wird als jede beliebig vorgegebene Grésse. Andererseits ist
L - i

n ' [hd l i [ iy, [ T

(e el =lanly

) 156‘—‘(%‘ 1 -0
da T e S g, |0, wenn || > |a,
o7 —Jajr < o 1% 1> fea

LI 2 A

kleiner als S
||

Hier ist m’ irgend eine Zahl kleiner als m. Die letztere Summe ist ein Teil einer
convergenten Summe, ist daher fiir gentigend grosse Werte von m/, die im Vergleich
zu m aber noch sehr klein sein konnen, beliebig klein.  Die Summe

el (J2] = o)

aber ist augenscheinlich, wenn m im Vergleich zu s’ sehr gross genommen wird,
wegen
|| > (e.)
beliebig klein zu machen.
Somit ist nachgewiesen, dass ein asymptotischer Bereich L existiert, innerhalb

dessen
lim a°. f(x) = 0,

=

und da f(x) = xl(f G(f()w) war, so erhalten wir durch die bereits angewandte Integration

den Satz von HapaMarDp. Das obige Verfahren erweitert den Satz von HADAMARD

. . . - p ..
noch in soweit, dass es auch noch die Folgerung G () > ¢=** ™ zulisst, wenn
S |a@,| ™ noch convergiert,

wo, wie frither, p den Convergenzexponent der Folge |a,| bedeutet.

Der obige Beweis des Hadamardschen Satzes lisst sich iibrigens unschwer nach
verschiedenen Seiten hin zu einer Erweiterung des Satzes S benutzen. Doch ist es
fiir den Augenblick unnétig, darauf niher einzugehen.

7. Man kénnte die oben entwickelten Ungleichungen benutzen, um, dem schénen
Ideengange der Hadamardschen und Borelschen Untersuchungen folgend, eine
Theorie der ganzen Functionen aufzustellen. Es wiirde sich dabei empfehlen, den
Begriff einer Gattung von ganzen Functionen einzufithren, wobei ein und derselben
Gattung alle diejenigen Functionen angehéren wiirden, deren g, (%) . . . gu (%) . . .
gegeben ist. Adoptiert man den Borelschen Standpunkt, dem derselbe bereits in
seiner, in der ¢ Acta Mathematica,” 1896, erschienenen Abhandlung Ausdruck verliehen
hat, so wiirde man

gu(@) =
3P 2
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setzen, wo p, eine passend gewilhlte Folge ganzer Zahlen ist, die mit wachsendem n
niemals abnehmen. Setzt man insbesondere

pn= EQ 150“100 n>
so wiirde die entstehende Gattung einen Teil der Borelschen Functionen 2ter Classe
umfassen, nimlich jenen Teil, deren Ordnung 2ter Classe kleiner als die Constante A
sein wiirde. Fiir die Borelschen Functionen dritter Classe, deren Ordnung <\, wiire
g log n
Py = E()\. = w.s.f,
log log log #,

- Man kénnte sich mancherlei Aufgaben stellen, insbesondere, zu erweisen, wenn G,

i . 0 . .
und G, einer Gattung G angehoren, dass auch G, + G, wie P G, ihr angehoéren, oder

dass, wenn f (z) = 2;}{5; und G () in den a; verschwindet, G (). f («) derselben

Gattung angehort wie G (). Wir konnen allerdings nicht, ohne die Grenzen dieser
Abhandlung ungebiihrlich auszudehnen, auf die angeregten Probleme niher eingehen.
Wir werden nur noch einen Satz entwickeln, der in gewissem Sinne die Umkehrung
bildet zu Satz S und die Betrachtungen dieses Capitels zu einem vor a,uﬁgen Abschluss
fithrs. Derselbe lautet : »

Satz U: Ist f(x) eine eindeutige analytische Function, welche innerhalb eines
Bereiches B erklirt ist, und existiert in B ein asymptotischer Bereich L um einen
singuliren Punkt a von f(x), so dass in L

lim f{x) =

e
so ist f(x) entwickelbar in eine convergente Summe 32w, (x), vermehrt um eine
in & = a convergente Potenzreihe P (x — «), und zwar derart

1) dass die w, () durch die Singularitiiten von f() in B definiert sind ;
2) dass alle u, (x) in @ = @ reguliir sind und dort den Wert 0 haben ;
3) dass auch P (x — «) in @ = o den Wert 0 hat.

Um den Satz zu erweisen, schlagen wir innerhalb L um ¢ mit den Radien p,, p,, ps

oo pu-. . Kreise C,C,....C,.... Die p; bilden eine stetig abneh-
~mende Reihe von Grossen, so dass lim p, = 0. (Statt der Kreise konnte man iibrigens

auch andere Contouren wiithlen, deren Maximalabstand von a < k. p,, deren Minimal-

“abstand von @ > k. p,, wo h, k vorgegebene Constanten. Die Moglichkeit solcher
Contouren in I war in der Definition von L Bedingung.) Iis sei z irgend ein nicht
singuliiver Punkt von f(x) in C,.

1 @
Eb sel (Lmn )7” {(c ([:*(m (Z.’E = 1;; (_)
und L(e) — 1, () = v,(2).
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v,(z) ist also das iber die beiden Kreise C, C,,, erstreckte Integral von
AN de, dividiert durch 2ai.  Daher ist v, (#) eine eindeutige Function von
(z— a)(z - 2)
-z, welche nur von der Art der Singularititen von f(x), die zwischen C, und C,,;
gelegen sind, bestimmt ist. Offenbar ist wegen
lim f(x) =0

auch lim I, = 0,

w=®

mithin 37 v, (2) convergent fiir jede Lage von z in C,.
z riicke zwischen C,, und C,,,. Alsdann ist I, () — L., (2) nicht mehr = v, (2),

sondern, da z = z einen Pol von IO bildet,
‘ (& —a)(z —=2)
offenbar = - fgﬁa + v,(2). Auslim [, =0
kommt G-I+ @L-L)+@EG-1I)+ .... =1,
. . » A\ .f (Z) )
mithin 37 w,(2) = S + I,.

1, ist nun augenscheinlich eine eindeutige Function von z, welche fiir jede Lage von z
innerhalb C!; endlich ist. Mithin ist I, m eine Potenzrethe nach autsteigenden
Potenzen von z — a entwickelbar, welche in C, convergiert. Setzen wir nun

Piz—0a)=—(—a)l,(z)

und w,(z) = (2 — a)v,(2),

so ist der Satz U verificiert.

Aus Satz U folgt z B. :—Liegen in dem asymptotischen Bereich L keine Singulari-
tiiten von f'(x), soist f(x) in L und dem Nichtbereich von L regulir, und es ist
tiberhaupt lim f'(z) = 0. Oder auch: Hat f'(x) in L keine wesentlichen Singulari-

titen, sondern nur Pole &, ¢ty . . . , @, . . . . und ist in @,
Ciyn . Cos 1 Chyn
Zz) — e 2 N(e—-a
f ( ) (.L — + (x—a,)? + + (x — a,,,)")( ) ,

reguliir, so ist identisch

S(w) = 37 (¢ — a) [z rop B4 (J%J — Bz —a).

— Uy (Z - an)2

Dabei ist die Summe 37 . . . . fiir jeden Wert von z convergent, doch nicht absolut,
sondern bedingt. Man muss, um die Convergenz der Summe zu sichern, immer
diejenigen Terme zusammenfassen, welche den singuliiren Punkten o; entsprechen, die
gemeinsam zwischen 2 aufeinanderfolgenden Contouren C liegen. Selbst bei dieser
Zusammenfassung ist die absolute Convergenz noch nicht erwiesen.
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